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المقسد مسسة 


يسعدنا أن نقدم كتاب المعادلات التفاضلية وتطبيقات للناطقين بالضاد . لقد 
حاولنا جهدنا أن يأتي هذا الكتاب متناسقاً مترابطاً يتسم بسهولة العبارات وتسلسل 
الأفكار وتعدد الأمثلة حتى يتسنى للقارئ الكريم أن يلم بجوانب هذا المنهج ؛ كما يجد 
بين طياته مجموعة من التطبيقات الهندسية والفيزيائية والكهربائية . 


يحتوي الكتاب على أربعة عشر فصلا : 


في الفصل الأول تطرقنا إلى مجموعة من التعاريف والمفاهيم حول المعادلات 
التفاضلية العادية . 

أما في الفصل الثاني والثالث والرابع والخامس فقد تعرضنا إلى دراسة المععادلات 
التفاضلية العادية من المرتبة الأولي وإلى طرق حلها بصورة تفصيلية. 

أما في الفصل السادس عرضنا مجموعة من الأمثلة التطبيقية المتنوعة جزء منها 
هندسية والأخرى فيزيائية حول المعادلات التفاضلية من المرتبة الأولى . 

في الفتسل السابع تناولنا دراسة المعادلات التفاضلية الخطية وغير الخطية من 
المرتبة الثانية وبعض طرق إيجاد الحل على صورة مغلقة . 

في الفصل الثامن عرضنا مجموعة من التطبيقات المتنوعة في شتى فروع العلوم . 
الفيزيائية والهندسية على المعادلات التفاضلية من المرتبة الثانية . 

في الفصل التاسع درسنا طريقة هامة لحل المعادلات التفاضلية الخطية من المرتبة 
الثانية والمتمثلة في إيجاد الحل على هيئة متسلسلة بجوار نقطة ما . 

في الفصل العاشر تطرقنا إلى البحث عن متسلسلات الحلول لبعض المعادلات 
التفاضلية الشهيرة . 

في الفصل الحادي عشر تم توسيع دراسة المعادلات الخطية لتشمل المعادلات ذات 
المراتب العالية وطرق حلها . 


في الفصل الثاني عشر تناولنا دراسة تحويل لابلاس الذي يعتبر إحدى الطرق النافعة 
لحل المعادلات التفاضلية الخطية . 

في الفصل الثالث عشر درسنا نظرية وجود وحدانية حلول المعادلات التفاضلية من 
وجهة الرياضيات البحتة . 

في أخر فصسل تعرضنا إلى دراسة النظم الخطية للمعادلات التفاضلية من المرتبة 
الأولى والتي ترتكز أساساً على معرفة المفاهيم في الجبر الخطي وجبر المصفوفات 


كما وضعنا في نهاية كل فصل مجموعة من التمارين غير محلوله ليتدرب عليها 
الطالب . 

وفي الختام نأمل أن نكون قد وفقنا في إعطاء صورة واضحة عن مختلف 
مواضيع هذا الفرع من الرياضيات التطبيقية . 

هذا ولا يفوتنا أن نتقدم بالشكر للأخوة الذين ساهموا من قريب أو بعيد في 
إخراج هذا الكتاب إلى حيز الوجود . 
والله نسأل أن يكون هذا المجهود المتواضع أمر ذو بال وحينئذ نسأله أن تعم الفائدة . 


والنه من وراك القصد وچو يجدخ السبيل ؛ 


الفصل الأول ٠‏ 


Ordinary Differential 2 





الفهل الأول 
المعسسادلات التفناضليسة العاديسة 


Ordinary Differential Equations 


Introduction --1_مقدمة:‎ 1 


يمكن القول دون تجاوز أو مبالغة أن المعادلات التفاضلية تحتل المكانة 
المرموقة في كل فروع العلوم الهندسية والفيزيائية ؛ حيث اغلب العلاقات والقوانين 
الحاكمة بين متغيرات مسألة فيزيائية أو هندسية تظهر على صورة معادلات تفاضلية 
ولفهم هذه المسألة فلا بد من حل هذه المعادلة التفاضلية أو على الأقل معرفة كثير من 
خصائص هذا الحل وأن استعصى الحصول عليه صراحة ؛ وعملية الحصول على 
الحل ليست دوماً بالمسألة اليسيرة بل أن كثيرا من المعادلات التفاضلية غير قابل 
للحل . 

لقد استحوذ هذا الأمر على اهتمام الرياضيين منذ بداية علم 
التفاضل في القرن السابع عشر وحتى أيامنا هذه ؛ سواء من ناحية دراسة 
وجود الحل أو من ناحية خصائصه وطبيعته أو من ناحية الحصول عليه . ولم يقف 
الرياضي طويلا أمام المعادلات التفاضلية التي يصعب حلها على صورة مغلقة 
۴0m Solution)‏ 0ع0105)) بل تجاوز ذلك إلى الحل التقريبي والحل العددي . 
وتمثل الطرق العددية لحل المعادلات التفاضلية مساحة كبيرة من خريطة الأبحاث 
الرياضية خصوصا في عصرنا هذا عصر الحاسبات الآلية الكبيرة السعة والمفرطة 
السرعة . 


Definitions and Concepts تعاريسف ومفاهيسم‎ -2-[ 


أولاً : المعادلة التفاضلية :- Differential Equation‏ 

هي علاقة بين المتغير التابع والمتغير (المتغيرات) المستقل (المستقلة) 
تدخل فيها المشتقات أو التفاضلات وتسمى المعادلة التفاضلية عادية (رإه”1لإ0) إذا 
كان المتغير التابع دالة في متغير مستقل واحد وبالتالي لا تحتوي إلا على مشتقات 


عادية . 
أمثلة -1- 
ليكن × المتغير المستقل و ل المتغير التابع ؛ فالعلاقات التالية تمثل معادلات 
تفاضلية عادية :- 
dy 2‏ 
×3 = يبر + ت 
e‏ )1( 
dy 2‏ ر . رd‏ 
Jy‏ ل ل كس )2( 
بره 1 dy‏ 
0= ل + س ب جد 
E FA‏ 9 
(x - y)dx + (x + y)dy = 0‏ )4( 
ملاحظة :- 





كثير ما نستخدم الشرطة المائلة للدلالة على المشتقة العادية فمثلاً : 


المشتقة الأولى للمتغير ل بالنسبة إلى × هي ر 





المشتقة الثانية تكتب على الصورة 


3 


` 


mm 


المشتقة الثالثة تكتب على الصورة 1 0 





وللمشتفات العليا يصعب تك رار الشرطة فتكتب المشئقة على الصورة : 





حيث توضح مرتبة المشتقة أعلى المتغير وبين قوسين لتمييزها عن الأس وعلى ذلك 
بر تعني المشتقة الرابعة و ”ر هي المشتقة الخامسة وهكذا وعليه يمكن كتابة 
المعادلة (2) على الصورة : 


(3) xy” +(2sinx)y". y' = )3- بر(‎ 





هي معادلة تفاضلية فيها المتغير التابع داله لأكثر من متغير مستقل أي تظهر 
فيها المشتقات الجزئية . 
أمثلة -2- 

لیکن ل المتغير التابع و و و2 المتغيرات المستقلة ؛ فالعلاقات التالية هي 
معادلات تفاضلية جزئية : 


0 ---32ب- )5( 
6*7 ث8 62 
+ 


و و3) = + 6 
(2 ,)ل 7ج :يرق ?×0 9 














0 062 
7 x + ر - ع) + سر3‎ (€ =0 
0) 2xêy J. )x- ر٣‎ ( 


7 





إذا كانت المشتقة النوئية “بر هي أعلى مشتقة تظهر بالمعادلة التفاضلية 
العادية قيل أن هذه المعادلة من المرتبة 7 (080461 تتحدد مرتبة المعادلة التفاضلية 
بأعلى مشنقة داخلة فيها . 


مثال -3- 

- المعادلة التفاضلية (1) هي معادلة تفاضلية عادية من المرتبة الأولى. 

- المعادلة التفاضلية (2) هي معادلة تفاضلية عادية من المرتبة الثالثة . 

- المعادلة التفاضلية (3) هي من المرتبة الثانية . 

- المعادلة التفاضلية (4) هي من المرتبة الأولى لاحتوائها على التفاعلات برك , <«ه. 


رابعا : درجة المعادلة التفاضلية_(ع29م12) : 
هي الأس المرفوع إليها أعلى مشتقة تظهر بالمعادلة التفاضلية » وقبل تحديد 
درجة المعادلة يجب وضعها على صورة قياسية وصحيحة من حيث المشتقات : 


أمثلسة -#4ب 
- المعادلة (1) هي معادلة تفاضلية عادية من المرتبة الأولى ومن الدرجة الأولى. 
- المعادلة (2) هي معادلة تفاضلية عادية من المرتبة الثالثة ومن الدرجة الأولى. 
- المعادلة : 


4 و‎ dy 


i + ×) ا‎ = e" sin x 


(8) ( 


هي معادلة تفاضلية من المرتبة الثانية ومن الدرجة الثالثة . 


- المعادلة : 
2 0 
م و + 34+ | +| )9( 


قبل تحديد درجة هذه المعادلة يجب وضعها على صورة خالية من الجذور 





dy 17 

أى : ت) +[ 

ي = م 

dy dy 2 2.2 0‏ د ر 

م = [- × +"( - حل رور6 + )9 
و 34 ا 12 ا 


وهذه معادلة تفاضلية من المرتبة الثانية ومن الدرجة الثانية . 


خامسا - المعادلة التفاضلية الخطية (7هعهفبآ) : 


المعادلة الخطية فى المتغير التابع ومشتقاته جميعاً . 
هي في بع و 


مثال -5- 
المعادلة : × sin‏ “م = ”× + xp"‏ + -- 
هي معادلة تفاضلية خطية من المرتبة الثانية حيث أن كلا من المتغير التابع ر 


ومشنقاته 'بر , "بر خطية أي كل منها مرفوع للأس واحد ولا توجد حوا صل 
ضرب مشتركة فيما بينها ولا يهم أن تكون معاملاتها ثوابت أو دوال في × . 
إذا لم تكن المعادلة التفاضلية خطية فإنها معادلة تفاضلية لا خطية . 


مثال -6- 
المعادلات التفاضلية التالية معادلات تفاضلية لا خطية : 


= ابر + "رر (10) 








)11( y' + xy = sin x 
(12) ر سنو + "ر × + "بر‎ = 6 


حيث تظهر لا خطية المعادلة (10) في حاصل الضرب بين رر , "رر . 
بينما في المعادلة (11) تظهر في الحد بز مرفوع لأس يختلف عن الواحد في 
المعادلة (12) تظهر في الحد رم8 وهي دالة لا خطية في ر . 
لا تؤثر اللاخطية على مرتبة المعادلة التفاضلية › 
فالمعادلة (10) لا خطية من المرتبة الثانية . 
والمعادلة (11) لا خطية من المرتبة الأولى . 
والمعادلة (12) لا خطية من المرتبة الثالثة . 





(13) P(R)y™ + P(e)" +....+ P(x)y' + P,(%)y = © (2) 
(14) 2,2) = © )( أو‎ 


ضرب مشتركة بين أي منها . والدوال المعاملات («)2 هي دوال في × خطية أم 


غير خطية وكذلك بالنسبة للدالة (8) 0 . 





إذا انعدمت الدالة (×) Q‏ من المعادلة التفاضلية (13) لجميع قيم × قيل أنها معادلة 


تفاضلية خطية متجانسة » وإلا كانت المعادلة التفاضلية غير متجانسة أو كاملة . 


أمثلسة -7- 

- المعادلة 6 = ر(1- ×) + انور + "ر ”× 
هي معادلة تفاضلية عادية خطية متجانسة من المرتبة الثانية . 
- المعادلة )2 + x‏ ماأو) 2ع = xy' + (sin x)y‏ 


هي معادلة تفاضلية عادية خطية غير متجانسة من المرتبة الأولى . 


ملاحظية : 

إذا كانت المعاملات (*)2 في المعادلة (13) ثابنّة لا تتعالق 
بالمتغير × قيل عن المعادلة التفاضلية الخطية أنها ذات معاملات ثابتة 
Constant Coefficients)‏ 04) و إلا فإنه يقال عنها أنها ذات معاملات متغيرة 
(of Variable Coefficients)‏ . 





أمثلة : 
- السعادلة “م = 2p‏ + 'بر3 - "ر6 + "ر 


هي معادلة تفاضلية عادية خطية غير متجانسة من المرتبة الثالثة ذات معاملات ثابتة 
- المعادلة 6ع ر(1- ×) + 'ر× + "ر × 


فهي معادلة تفاضلية ذات معاملات متغيرة . 





Arbitrary Constants 
عادة ما تظهر ثوابت في حل المعادلات التفاضلية ؛ ويكون الثابت اختياريا‎ 
إذا كانت القيم التي يأخذها لا تعتمد على المتغير التابع أو‎ )Abitrary conta ( 
المتغير المستقل وتكون الثوابت الاختيارية الداخلة في تعبير ما جوهرية‎ 

(5562181) إذا لم يمكن دمج أحدها في ثابت أخر . 
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أمثلة -8- 


- لنعتبر التعبير 
قد يبدو لأول وهله أن هناك ثابتين 4 , 8 ولكن بإمعان النظر نرى أنه يمكن 


T(x) = وير‎ -* +2 


T(x) = de *** = de e™ =ce™ 


= ce 
C = Ade? : حيث‎ 
T(x) = A, sin x + A4, sin 3x + A, sin ° x لنعتبر التعبير‎ - 
الذي يتضمن ثلاثة ثوابت ولكن الحقيقة يمكن اختزالهم إلى ثابتين جوهريين فقط‎ 
: حيث‎ 
و‎ 1 1 
sin عر‎ = —sin عر‎ ¬ —sin 3X 
4 4 
1 : 3 1 : 
T(x) = A, sin x + A, sin 3x + A4, 7 إذن‎ 
3 : 1 : 
= (Ad, + ا‎ x + (A4, د‎ 9 3x» 
= A,sSin x + زو مل‎ 3x 
A4 4 Aş = A4 3 . 
5 ب‎ 0 = e! حيبت‎ 
4 1 4 2 5 2 4 3 
: ملاحظات‎ 


1- يمكن تحوير أماكن الثوابت الاختيارية دون التأثير على عددها . 


أمثلة -9- 
- التعبير ٠”‏ = (×) 7 يحتوي على ثابت واحد 8 ويمكن كتابته على الصورة : 


2 2 


T(x) = e e * = Ae“ 


حيث 6# = 4 
- التعبير 4 + × م1[ = (×) 7 يمكن كتابته على الصورة : 


T(x) = In ع«‎ + A = )صا‎ Bx) 
A4 = حيث 8 ہ1‎ 


- التعبير × 8S1"‏ +405 = (×)7 وهو يتضمن ثابتين 8,4 ويمكن كتابته 
على الصورة : 


T(x) = مأو 8 + اع 605 لم‎ x = ) 05) x + £) 


حيث )"مما - = ء, :8+ C= JA?‏ 


3- نذكر هذا بالقابت الجمعي والثانت الضربى. ٠‏ فالأول يضاف إلى الدالسة والقاتي 
أمثلة -10- 
- في التعبير T(x) - x. e" + A‏ 3 4 هو ثابت جمعي ويقال أن 


الدالة ()7 تساوي ×٠”‏ في حدود ثابت جمعي . 


- في التعبير *7© * جه = (*)1 , 4 ثبت اختياري 
يقال أن الدالة (×) 7 تساوي *-226 في حدود ثابت ضربي . 


1[ -3- حل العادلة التفاضلية : 
ليكن لدينا المعادلة التفاضلية : 


)15( Fey,y'..,y |= 0 


م 


والتي من المرتبة 7 ؛ حيث ٣‏ تابع حقيقي . 
ليكن (*)/ تابعاً حقيقياً معرف من أجل جميع قيم × في المجال الحقيقي ‏ [ . 
وكذلك كل مشنقاته حتى المرتبة 7 معرفة من اجل كل قيمة للمتغير × حيث 1 ع مد 
نقول أن التابع (×) ر حل للمعادلة (15) إذا تحقق الشرطان التاليان : 
أ- إذا كان التابع [(م) ”كر ,....(ة)”/ر F(x, £ (e),‏ 

معرفا من أجل كل قيم !ع × 
ب- إذا كان : © 2[ (م) 7" £ ....,(د)" ,)*( F |x, f‏ 

من أجل كل قيم 1 © 
وهذا يعني أنه بتعويض (×)/ ومشتقاته مكان ر ومشتقاته في المعادلة التفاضلية 
(15) تتحول المعادلة (15) إلى مطابقة من أجل جميع قيم 1ع × . 


أمثلسة -11- 
- لنعتبر المعادلة التفاضلية الخطية من المرتبة الأولى التالية : 
2y > ©‏ - 'بور 
حلها هو 4 = ر من أجل 61« 


حيث 4 ثابت اختياري . 
وللتحقق من ذلك نحسب ×24 = 'بر 
ثم نعوض في الطرف الأيسر للمعادلة التفاضلية فنجد: 


=( 7 2)4- دا 2 )عد = برد - 'رور 


- لنعتبر المعادلة التالية : 


۸ = ”بر حیث ثابت‎ +k y= o 


y = Acoskx + Bsin k> حل هذه المعادلة هو‎ 
: حيث 8,4 ثابتان اختياريان لأن‎ 
“بر‎ = Ak sin kx + Bk cosk 


-k?[Acos kx + Bsin x]‏ = "بر 


وبالتعويض في المعادلة التفاضلية تتحول إلى مطابقة . 

ملاحظات : 

1- توضح الأمثلة السابقة أن المعادلة التفاضلية تقبل ما لانهاية من الحلول وهذه 
اللانهاية من الحلول يمكن تمثيلها عموماً على هيئة دالة أو صيغة واحدة تحتوي 
على ثوابت اختيارية ؛ وتعتبر هذه الدالة حلا عامماً (General solution)‏ 
للمعادلة التفاضلية يمكن منه انتقاء أي حل خاص (Particular solution)‏ 
بإعطاء الثوابت الاختيارية أي قيم نشاء . على انه قد يوجد أحد أو بعض الحلول 
للمعادلة التفاضلية لا يمكن استنتاجها من الحل العام بإعطاء قيم مناسبة للثوابت 
الاختيارية ومثل هذا الحل أن وجد يسمى بالحل المنفرد (Singular solution)‏ 
للمعادلة التفاضلية ونادرا ما تقابلنا مثل هذه الحلول المتفاردة في المسائل الهندسية. 

وإذا تضمن حل عام للمعادلة التفاضلية كل الحلول لهذه المعادلة فهو حل كامل 

. (Complete Solution) 

2- يمكن تشكيل المعادلة التفاضلية لمعادلة غير محلوله بالنسبة للثابت الاختياري ؛ 
إذا كان لدينا مجموعة التوابع : 

F(x, (م‎ =o 
: ومشتقها هو‎ 
F(x,y, 4)+ F(x,y, 4) = 0 


فالمعادلة التفاضلية للتوابع (16) هي المعادلة الناتجة من حذف الثابت الاختياري 4 
من المعادلتين (16) ؛ (17) ولتكن : 


)18( G(x, y,y') =o 


شيا( -12- 
لنعتبر الدالة Ax2‏ 2 ر 


مشتقتها هي 24x‏ = ابر 
بحذف الثابت الاختياري 4 بين هاتين المعادلتين نحصل على المعادلة 
التفاضلية التي تحققها هذه الدالة وهي : 





قد نكون أحياناً مضطرين للبحث عن حل لمعادلة تفاضلية بحيث أن هذا الحلى 
يجب أن يحقق شروطاً معينة عند أكثر من قيمة من قيم المتغير المستقل . في هذه 
الحالة قد نوجد جميع الحلول ثم ننتقي منها ما يحقق الشروط المطلوبة ؛ وقد نبحث 
مباشرة عن هذا الحل دون النظر إلى بقية الحلول . نسمي الشروط المطلوب تحقيقها 
بالشروط الحدية(002011005) )80undary‏ ونسمي المعادلة التفاضلية المصحوبة 
بتلك الشروط الحدية بمسألة القيم الحدية (Boundary Value Problem)‏ . 
مشسال -13- 

لنعتبر المعادلة التفاضلية التالية : 
1-(©#)نز , 0(=1)ر , 0=ر+ "ر 

هذه المعادلة التفاضلية تكون مسألة القيم الحدية وحلها هو : 


J = cosSx -~sinx 


1 - صنف المعادلات التالية من حيث ذكر المرتبة ؛ المتغير التابع ؛ والمتغيراو 
المتغيرات المستقلة وكونها عادية أو جزئية . في حالة كونها عادية حدد هل 
هي خطية أم لا ؟ وإذا كانت خطية هل هي متجانسة أم لا ؟ 


(i) 9 بر برطم‎ =0 (ii) ر + 1] - ”ر‎ 
8 09 , 8 
(ii) d(US) = ف‎ 9 (iv) a = 
(v) دي‎ + x 25 1 (vi) xyy' ت‎ 610 


1- تحقق من أن الحل المذكور قرين كل من المعادلات التفاضلية التالية يصلح حلا 
لها . اذكر هل هو حل عام أم لا ؟ 
62م دير , y+y=2‏ )( 
2 
(ii) £ +28 -3y= 2o0s-4sint , V= Add +Be™ +sint‏ 


df 

7م دير , 2= 7)”ر(x (ii)‏ 
أرسم عدة أعضاء من طائفة المنحنيات ذات البارامتر الواحد 2 4 = ر في 
المطلوب (1) كذلك عين الحل الخاص للمعادلة التفاضلية (11) الذي يحقق كون 

۷)0(=2 , 5-=(0) ل 

1- للمعادلة التفاضلية اللاخطية ذات المرتبة الأولى =١‏ ر + "رد - ”ر حل علم 
(أساسية) 4 - ×4 = بر يتضمن ثابتا اختيارياً واحداً . كذلك لها حل 
2 
داز لايمكن استنتاجه من الحل العام بإعطاء قيم مناسبة للثابت الاختياري 4 . 


جد بيانيا العلاقة بين الحل العام والحل المتفارد . هل يمكن استنتاج هذه العلاقة تحليليا 


۷- ارسم مختلف أعضاء طائفة المنحنيات ذات البارامتر الواحد والتي تمثلها 
الأساسية 
x?” + By? =1‏ 
ثم جد المعادلة التفاضلية لهذه الطائفة من المنحنيات . 


۷- جد المعادلة التفاضلية للأساسية : 
8 + عم = شير 
1- جد المعادلة التفاضلية لمجموعة التوابع : 


5-5 x 2x 
yJ 6و6 + 86 ع‎ 


1- تعريف المغلفب : 
مغلف منحنيات هو منحنى يمس في كل نقطة من نقاطه أحد هذه المنحنيات . 


إيجاد المغلف : 
إذا كان لدينا مجموعة المنحنيات 


F(x, y,c) = o (1)‏ 
حيث © ثابت اختياري إذا كان لهذه المنحنيات مغلف فهذا المغلف يحقق في 
كل نقطة من نقاطه ١‏ لعلاقة (1) ومشتقها بالنسبة للثابت أي 


F{ (x,y,c) =o (2)‏ 
وبالتالي يحقق حلهما المشترك الناتج من حذف الثابت بينهما أي 
G(x,yJ) = o (3)‏ 


وهذا الشرط لازم وغير كاف 
تطبيق :- جد مغلف المنحنيات التكاملية للمعادلة التفاضلية : 
2 - برع "ر 
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القحل الثاني 
المعادلات التفاضلية من المرتبة الأولى 


Differential Equations of the First Order 


الفصل الثاني 


المعسادلات التفاضليسة مسن المرتسية الأولسى 





1 1 المعنى الهندسي للمعادلة التفاضلية من المرتبة الأولى : ٠‏ 
Geometrical Interpretation:‏ 
سندرس في هذا الفصل طرق حل المعادلات التفاضلية من المرتبة الأولى سواء 
من الدرجة الأولى أو من الدرجة الأعلى من الأولى ومثل هذه المعادلات يكتب علسى 
الصورة العامة التالية: 


(1) F(x,y,y)=o 


وقبل البدء في عرض مختلف الطرق لحل المعادلة التفاضلية (1) نقدم أولا المعنى 
الهندسي (الجيومتري) لهذه المعادلة التفاضلية . 
لنعتبر المعادلات التي تحل في أي التي يمكن كتابتها على الصورة: 


(*) ۴ = ابر ظ )2 


حيث الدالة (ر,») وحيدة القيمة عند جميع النقط (ر,×) في منطقة ما 1 وتمثل 
القيمة “(,/ز,,*)/ قيمة المشتقة “بر عند النقطة (,نز,,*) أي ميل المنحنى التكاملي 
للمعادلة التفاضلية (2) المار بالنقطة (,نز,,) وللحصول على المنحنى التكاملي لهذه 
المعادلة المار بالنقطة (,بز,,*) نتحرك مسافة ,44 في اتجاه (,نز.,2*)/ لنصل إلى 
النقطة (,نز,,»*) نحسب (,بز,,*)/ أي الميل عند النقطة (,بر,,*) ثم نتحرك مسافة 
ر۸4 في هذا الاتجاه الجديد (,نر,,*)ر لنصل إلى النقطة (ربر,ر×) ؛ نحسب الميل 
( بر, )ر عند هذه النقطة ثم نتحرك في هذا الاتجاه مسافة صغيرة ,44 لتصل إلى 
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النقطة (,بر,,+«) وهكذا لنحصل في النهاية حينما توول المسافات الصغيرة إلى الصيفر 
على المنحنى التكاملي المار بالنقطة (,نز.,*) شكل -1- 


ويتميز هذا المنحنى بأن أي نقطه عليه وميل مماسه عند هذه النقطة يحققسان 
المعادلة التفاضلية (2) . وهذا المنحنى التكاملي هو أحد الحلول البيانية الخاصة ب هذه 
المعادلة التفاضلية وكل مرة نبدأ من نقطة جديدة نحصل على منحنى تكاملي جديد 
كأحد الحلول للمعادلة (2) . 





شكل -1- المعنى الهندسي للمعادلة (2) 


يمكن رسم المنحنى # = (بر,*«)/ حيث 4 ثابت في المستوى ر× ويسمى هذا 
المنحنى بمنحنى الميل المتساوي (5106 005256826 of‏ 706زنال) للمعادلة (2) سم 
نرسم من عند نقط هذا المنحنى أجزاء قصيرة من مستقيمات متوازية ميلها ۸ تسمى 
بالعناصر المستقيمة (1216106145 [1,1268) وكل عنصر من هذه العناصر المستقيمة 
يمس المنحنى التكاملي للمعادلة (2) عند نقطة تقاطعه مع منحنى الميل المتساوي. 
نكرر هذه العملية بإنشاء منحنيات ميل متساوية مختلفة تغطي المنطقة 7 وذلك 
بإعطاء الثابت ۸ قيماً مختلفة ولكل من هذه المنحنيات نرسم العناصر المستقيمة 
الخاصة به » وتكون مجموعة العناصر المستقيمة مجال أو حقل الاتجاه 
Field)‏ 10160155) للمعادلة التفاضلية (2) ويمكن بسهولة بمساعدة هذه العف اصر 
المستقيمة رسم منحنيات تقريبية للمنحنيات التكاملية للمعادلة (2) شكل -2- 
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شكل -2- منحئيات الميل المتساوية 


| 0 مثلة : 
ارسم مجال الاتجاه لكل من المعادلتين التفساضليتين مسن المرتبة الأولى 
التاليتين :- : 
[- بود = ابر )3 
2 × = ابر )4( 


وارسم المنحنى التكاملي المار بالنقطة (1.1) لكلتا المعادلتين . 
الحسل : 
[ - منحنيات الميل المتساوي للمعادلة (3) هي : 2 = .× 

وهي زائديات قائمة بالنسبة لمحوري الإحدائيات 





شكل -3- حل المعادلة ‏ 7< = “بل 
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ويبين الشكل -3- مجموعة من هذه المنحنيات مع العناصر المستقيمة لكل منحنى 
ولرسم المنحنى التكاملي المار بالنقطة (121) نتحرك من هذه النقطة على منحنى 
يوازي العناصر المستقيمة لكل من منحنيات الميل المتساوي . 
2- بنفس الطريقة فمنحنيات الميل المتساوي للمعادلة (4) هي ۸ = × 

وهي مستقيمات موازية للمحور ر 





للللللاة 


شكل -4- حل المعادلة =x‏ اير 
ويبين الشكل -4- مجموعة من هذه المنحنيات مع العناصر المستقيمة لكل منحنى كما 
يوضح أيضا المنحنى التكاملي المار بالنقطة (1»1) . 
ملاحظ ة: ۰ 
قبل التطرق إلى مختلف الطرق لحل المعادلات التفاضلية من المرتبة الأولى 
نذكر انه قد يكون للمعادلة التفاضلية (1) حل وحيد ( 5011011011 1[210116]) وقد يوجد 
لها حلول عديدة (5011011085 /7)3) وقد لا يوجد لها أي حل على الإطلاق 

مسألة القيم الحدية التالية :- 
,ر (,ع)بر و ر2 = بود 
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يوجد لها حل وحيد هو ”رر إذا كانت 1(=1)ر 
وتوجد لها حلول لانهائية هي ”×4 = ر حيث 4 ثابت اختياري إذا كانت 0= (0)ير 
ولايوجد لها حل على الإطلاق اذا كانت 1= (0)بر 


1 -2 نظرية وجود الحل : Existence Theorem‏ 


إذا كانت (,بر.ى*) نقطة في المستوى برّدم وكانت 7 منطققة مستطيلة 


T= (x,y) > 7 : |رعد - عرز‎ > aly y,| > b,a,b eR? } 


T‏ وماس ر 
N‏ 





شكل -5- المنطقة 7 


وإذا كانت الدالة (بر,*:)/ في المعادلة (2) وحيدة القيمة ومستمرة عند جميع نقط 7 
وتحقق الشرط التالي : : 

V(x,yJeT yg, 3M >o : |/(x,y)| < M 
/ = min), &)( وكانت‎ 
فان المعادلة التفاضلية (بر ,×) ر = “بر تقبل حلا وحيدا على الأقل ()6 = بر في‎ 
. ويأخذ هذا الحل القيمة مل عند ,دعم‎ |x - x,|<h المجال‎ 
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نظرية أحاديسة الحسل Uniqueness Theorem‏ 


إذا كانت كل من (2,:) 1 ؟ دالة وحيدة القيمة ومستمرة في 


Qf (x,y) 
dy 
: المنطقة 7 وتحقق الشرط التالي‎ 


V(x,yJeT, 3M>o : |(ا,عيرا‎ > 
vV(r,yYeT, 3K>o : Ag <K 





وكانت ( ,)"1ص = ۸ فأنه يوجد حل وحيد (×)م = ر يحقق المعادلة التفاضلية 
(2) في الفقرة ا >| × - ×| ويحقق الشرط الابتدائي التالي : 





#(x,)= ¥.‏ =) معنلا 
الجدير بالذكر أن " وجود الحل " لا يعني إمكانية الحصول عليه في صورة 
مغلقة "705 010560" أو مضبوطة في جميع الأحوال بل قد يمكن الحصول على 
الحل بإحدى الطرق التقريبية أو العددية . 


1[ -3 - معادلات تفاضلية من المرتبة الأولى قابلة لفصل المتغيرين : 
Separable First order Equations:‏ 


في حالات كثيرة يمكن وضع المعادلة التفاضلية : 


(ار ,)ر = "ر )5( 

عن اکن 
e) + h (x) =o‏ )6( 

أو ما يكافئ ذلك 
(x) dx =o‏ بج برك (نر)ع 0 
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ويقال عن هذه المعادلة أنها معادلة تفاضلية قابلة لفصل المتغيرين أو للسهولة 
معادلة قابلة للفصل (25011861085 56228616) وذلك لانه أمكن فصل المتغير × عن 
المتغير ر تماما . وبمعنى أخر يتم فصل المتغيرين إذا كان معامل تفاضل × دالة 
من × فقط ومعامل تفاضل ,ر دالة من لا فقط . 
وبمكاملة الطرفين نحصل على : 


(8) رة(مر)ع|‎ + fh () dx = A 


حيث ۸ ثابت اختياري واستخدمنا ثابتاً واحدا لأن المعادلة من المرتبة الأولى ؛ 
وبإجراء التكاملين ينتج : 
G(y)+H(x) = A‏ )9( 


ونكون قد حصلنا على حل عام للمعادلة التفاضلية . 





ملاحظة : 
قد نجد صوراً أخرى للمعادلة التفاضلية القابلة للفصل 
مثال -4- 
(x).dx = o -1‏ |/ر(مز) رع + ج0(*) f‏ )£ (10) 
=o 2‏ )0 لامر + لك (11) 


حيث يمكن فصل المتغيرات في المعادلة (10) بالضرب في عامل التكميل 
(Integrating Factor)‏ 
لنحصل على : 
م = ی 10ل و )8(۷ 
)#( )82 
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3 7100 و (ناع 
٠‏ الآن أن نكمل : = 
واه ل 
بينما يمكن فصل المتغيرات في المعادلة (11) بالضرب في العامل التكميلي -!- 
(x)‏ 
لنحصل على : 
1 
dy + £ )x(@dx = 0‏ س 
1G) y + )(‏ 
dy + | f(x)dx = A4 :‏ ع 
ومنها )0 0 
مثال -5- 
حل المعادلة التفاضلية : 0 = ر 
الحل : 
المعادلة معطاة على شكل المعادلة (11) السابقة بالقسمة على بر يمكن 
فصل المتغيرين 
0 = عم - 4 
ر 
2 
بالمكاملة 4 = - بر ورا ١‏ 


را 


ووضعنا الثابت الاختياري على الصورة 12,4 لكونها اكثر ملائمة 
2× 


مك هسك ور 
2 4 


مور = ر 
وهذا هو الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة وهو عبارة عسن طائفة منحنيات 


5 الآسية . 
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1 4 مهاد لات نتفاضلية من المرتبة الأولى نختزل إلى صورة قابلة للفصل: 
First-Order Differential Equation Reducible to Separable Form:‏ 





Homogeneous First-Order Differential Equation: 


يقال عن دالة (ل,×) ر أنها دالة متجائسة من الدرجة 77 


: إذا كان‎ )Homogeneous Function of degree) 
(12) J(Ax,Ay)= 2” f(x,y) 


ويتحقق ذلك إذا كان كل حد من حدود (ر,×) ر له نفس الدرجة في المتغيرين ×,ر 
- فمثلاً الدالة : ر 7+ ر×2 + بر ”× - ”× = (ر )ر 


هي دالة متجانسة من الدرجة (3) وذلك لأن : 


)Ay( + 2)4) + 7)7)‏ “عط ) - “(مية) = y(‏ ,)ر 
(ر )۴ 2 = 


- كذلك لدا رر = = هي دالة متجانسة من الدرجة صفر لأن : 


51 ر DER‏ 0 ¬ عم 
y= 4 f(y»)‏ ير = )4x,Ay(‏ / 


- والدالة (مد/مر) وزو + e“‏ = (ر,×) ر هي أيضاً دالة متجانسة من الدرجة 0 . 
- بينما الدالة ریم ۸ صلو+ × = (ر,x)‏ ر هي دالة غير متجانسة لان 


(Ax, Ay) * A" f(x,y)‏ ل 
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عافن وو ا و زيف نجاف 
17-2 +ع 


وبناء على ما تقدم وكامتداد له يقال عن المعادلة التفاضلية من المرتبة الأولى : 
M(x, y)dx + N(x, y)dy = o‏ (13) 


أنها معادلة تفاضلية متجانسة إذا كان كل من الدالتين (مر,<) 4 , (ر,»)/ دالة 
اة هن لقن الذوحة: 
ويمكن كتابة المعادلة (13) على الصورة : 


(ز .)لط _ _ dy‏ 


 N(x,y)‏ عه 
وواضح أن الطرف الأيمن هو دالة متجانسة من الدرجة 0 لأن : 


M(x, Ay) _ 4M ( >») _ («متاكط مر‎ 
N(Ax, Ay) N(x, y) N(x, y) 


dy _ _۸1)×( _ _ 4)2, 2( بالتالي‎ 
dx: N(xy)  N(2x,A) 


وبإعطاء 2 القيمة الخاصة ×/1 = 4 نحصل على : 


dy __M(by/*) 


dx N(ly/x*) 


أي (*«/برا)ع = )14( 
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وهذه صورة أخرى قياسية للمعادلة التفاضلية المتجانسة وفيها المتغير لصي 
(د/ن) وهو نفسه دالة متجانسة من الدرجة 0 . 


ويمكن اختزال المعادلة المتجانسة (14) إلى صورهة ة قابلة للفصل باستخدام التعوهيض 





: التالي‎ 
9 = yر/‎ × 
E eT 3 حيث‎ 
dx dx 
: فالمعادلة (14) تكتب على الشكل‎ 
1 a 
g)9(- 9 x 
أي‎ 
dy 0089 


)£ =9 ل ×x—‏ = 
(9)ع ا 


أي انه تم فصل المتغيرين في المعادلة المتجانسة وبمكاملة المعادلة الأخيرة نحصل 
على 9 كدالة من × ثم نعوض عن ×/ ر = © لنستعيد العلاقة بين المتغيرين 
الأصليين ,× . 


مثال -6- 
حل المعادلة التفاضلية 0 = ر ”ر×2 - به( ”ر ,) 
الحل : 
هذه المعادلة تفاضلية متجانسة من الدرجة 3 
باستخدام التعويض 9× = مر يمكن اختزالها إلى صورة قابلة للفصل 


d= x29 + dx‏ ج 3 < بر 


(x? + x Yds -2x(x 8)? (xd + Idx) = o أذن‎ 
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x |)1 + جه( 3ق‎ - 292 (xd ف‎ + Ide) |= o أو‎ 


و o‏ = 28249 -( 291 - ° + 1) 
23 1 
إذن 


Lnx = - >L )1- 9°) + Ln ۸ بالمكامله‎ 


1 4 


7 -1) 
وبالتعويض عن *«/«ر = 4 نحصل على : 

A‏ = اش = )ب 
إذن Ax‏ = ( ر )x‏ 


2- معادلات فيها معاملات التفاضل دالتان خطيتان : 
Coefficient Functions are Linear:‏ 


ليكن لدينا المعادلة التفاضلية 0 = N(x, y)dy‏ + ع زمر M(x,‏ 
إذا كانت كل من دالتي المعاملات 77,34 دالة خطية في × ,ر : أي 
)dx + (a,x + by + C,)dy = o‏ 0) + بررط + ax‏ )15( 


فأنه يمكن بتعويض خطي مناسب تحويل هذه المعادلة إلى معادلة تفاضلية متجانسة 
وبالتالي قابلة للفصل . وهناك حالتان .. 
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: الحالة الأولى‎ 
ax + by + 0 =o إذا كان المستقيمان‎ 
ax + bp + ون‎ =o 


0 0 
r 


يتقطعان وشرط ذلك هو 
b, bı»‏ 


فأنه يمكن تحويل المعادلتين السابقتين إلى معادلتين متجانستين بحذف الحدين المطلقين 
0,0 وذلك بنقل المحورين × ,ل دون دوران إلى نقطة تقاطع المستقيمين . 
لتكن هذه النقطة هي (۸,۸) أي : ah+bk+C =o‏ 
© ع ين + ah + bk‏ 
ليكن التحويل : م + 7[ در و x= X +h‏ 
فأن : dx=dX , dy=dY‏ 
بالتعويض في المعادلة التفاضلية (15) ينتج : 


(ah + bk + C, + a,x + رط‎ y)dx + (ah + bık +c, + a,x +b, y)dy =0 
ر ا ا ت‎ 


a 2 


و (aX + b,Y)dY = o‏ + بيلك (ل1رط + (aX‏ 
23 01 
بالتعويض ×۲9 نحصل على : --)2 a‏ 


(aX + رط‎ IX )dX + (aX +b, 906() 9276 + XA3) = o 
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[(e, +b, 9)+ (a, +b, SAX + م - فول (9 رط + يه)‎ : 


8ر5 + dX a‏ 
و ا ج چ د 
b,3‏ + 9( يه + X a, + (b,‏ 
وقد تم فصل المتغيرين ؛ بالمكاملة نحصل على معادلة من بی وبتعويض 
×/ ر = ى نحصل على معادلة من YX‏ 
مثال -7- 
حل المعادلة التفاضلية التالية : 
x+y -1‏ _, 
5-+32-1 
الحل : 
2 07 
لدينا 1 1+ _ بره 
5+بر-ع« dx‏ 


م عا له تسق اليوط لفك OE‏ 

لنأخذ المستقيمين التاليين : 1-20 بر+ع , 5=0+ر-x×‏ 

نلاحظ أن المستقيمين غير متوازين ونقط التقاطع هي (23-) 

وعلى ذلك نستخدم التحويل التالي ٠:‏ 3+ 7د مر , 2-2-2 
dY‏ - بره , dx = dX‏ 


dy _ (X -2)+ (۲ +3) -1 LS 
dx (X-2)-(¥+3)+5 X-—Y 





وهذه معادلة تفاضلية متجانسة بت يتم فصل المتغيرين بالتعويض الى - ۲ ومنه 


2 
9+ ر‎ + _ 1+ 49 19 
dX X-9IX 1-8 dx 1-3 
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+ ]مم 
أو )9 + )ساق In X + A4, = tanî‏ 

In 2ك‎ )1+ 3”)+ A4, = 213887 8 أو‎ 

وبالتعويض عن دو نجد : 


2 


(+ )ها ع يك‎ +۲°)+ A4, 





2tan =n X (+ چ‎ 


: بدلالة «ر,د نجد‎ ۲,١ ثم بالتعويض عن‎ 
2an" ZZ) - #برأو]‎ + x - 6y + 4x + 13[ = 4 
x+2 


الحالة الثانية : 
إذا كان المستقيمان o‏ = ب + by‏ + عه 


0 = ين + aX + bay‏ 
متوازيين وشرط ذلك هو 0 = /5يه - و5ره معنى هذا أن 


( رط + <ابه)/ = رط + ax‏ 
حيث # ثابت . 
وباستعمال التحويل برط + × = 39 نحصل على : 
١ d3 dy‏ 1 0 
س g + BD‏ = سے | ولس ا = س 
dx bl dx dx dx‏ 
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dy L-4 |= ax+by+e _ 9+6 
0 





dx dh 07 ` ax +b +c, 489+ و‎ 
ا‎ 8+6 0 
dx يع+498‎ dx 49 + يت‎ 
£ 
+c, ا‎ 


a,c + b,c, + S(€a, + b,) 





يثل -8- 
أوجد حل المعادلة التفاضلية التالية : 
o‏ = بم (7 + بر 6 + 3)dx - (3x‏ + بر2 + (x‏ 
الحل : 
لدينا o‏ = برك (7 + بر6 + (x + 2y + 3)dx - (3x‏ 
واضح أن المستقيمين 0= 3+ر2+× , 0-<7+بر6+*3 متوازيان 
بوضصع : 
ا ا ب ہگ د ردو 
0 


وبالترتيب نحصل على فصل المتغيرين : 
d9=‏ 38+7 
59+13 





5 4 3 
ت 


(439 = dx 
5 2559+3 
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DEENA‏ سو 
25 5 


153 - 41n(59 + 13( = 25x + A4, 33 


وبالتعويض عن ر2 +« - لك نجد : 
4م = (8 + بر212)52+10 + بر15 - 5 وهو المطلوب 


: 2-معادلات على الصورة‎ 
yJM(xy)dx + xN(xy)dy = o 


ويمكن فصل المتغيرين من خلال التحويل ر× = 3 


-9- مثال‎ 
: حل المعادلة التفاضلية‎ 
y(xy - 1( 0+ + x(1 + xy)dy = o 


9 - 4ع _ يك 0 فى 
نستخدم التعويض : کے کک 2 - بر دل زور 


x 
2 مج + اہ + ری‎ د٥‎ 
59 26 
X9-1)-9(9+1)+ (9+) =o 


as 
8 x 


وبذلك تم فصل المتغيرين . وبأجراء التكامل : 
م صا - عد م2 ع 9 م[ + 8 


x” = 4 967 > x = Aye” ومنه‎ 
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3-صور أخرى : 
هناك صور أخرى غير قياسية يمكن بتعويضات مناسبة تحويل ها إلى 
وة قابلة لفل لبك هاف قاع عام لمل هذه او راك فن 
معادلة لها ظروفها الخاصة التي توحي بالتعويض المناسب وكشأن كل 
تعويض ؛ فليس أي تعويض يؤدي إلى حل المسألة ؛ بل يحتاج الأمر إلى 
مهارة وفطنة للوصول إلى التعويض المناسب . 


مثال -10- 
حل المعادلة التفاضلية التالية : 
0= ”(ر + عر3)3 + 'ر 


الحل : 
توحي هذه المسألة بإستخدام التعويض التالي : 
رو + »3# ح فى 


بالتعويض في المعادلة المعطاة : 








موود وی عله و وك تو 2 
dx 5‏ 
مع 32 =4 tanh?’‏ 
ARA‏ 
3-1 29 
وبالتعويض عند 9 بدلالة ×ور : 
ير ب 1+ + ×3 
1[ - ر 3x+‏ 
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1- حل المعادلات التفاضلية التالية باستخدام طريقة فصل المتغيرات : 
dy‏ 1 
ح رو + س( ×-ا1) ) 
xy =o‏ 2 ( )( 
y(0( =1‏ , م 1+ + )+( (ii)‏ 
i dy 5 0‏ 
5 -(0)بز("2) , 1 (م)برر"1) : ايه (iii)‏ 
(iv) x(y? -1( + (x +02 =0‏ 


e” dx + e dy = o‏ (ر) 


11- حل المعادلات التفاضلية التالية باستخدام التعويض بل = بر : 


0 للك‎ _ 2xsinh(y/x) + 3ycosh(y/x) 


dx 3x.cosh(y/x) 
٠ 2 2 
iy #«حدينتة‎ 
dx 2 


3 )ر + ?0( تر (ii)‏ 

(iv) y?dx + (x? - xy)dy = o 

(V) (x? + y* (xax + ydy) - (xax - yade) = o 
xX 


(باستخدام الإحداثيات القطبية) 


38 


: حل المعادلات التفاضلية التالية‎ - 111 
AE قدا‎ 
dx +بر-ع«‎ 5 
(x + 2y + 3( عق‎ - (3x + 6y + 7)dy = 0 
(6x - 2y - 3d» - )2x + 2y -1(@y = 0 
(2x + 3y + 1( ع‎ + )10 +15 y + 4( بره‎ = o 
(10x - 4y + 1 2( ع0‎ — (x + Sy + 3)dy = o 


1۷- حل المعادلات التفاضلية التالية : 


(dy = 0‏ ر×3 - ”ر ةع 2 )عر + 5(d×‏ + ر×6 - ر ×3)ر 

xy dx + 5x? ydy + 6ydx = o 

(dy = 0‏ ر× + ر )× + مج( ر )× + چ( ر × + بود - 1 )ر 
(اضرب ب ل) = برك 27 + من( ر × - 2x‏ + 1( 
(اضرب ب ل) xy sin(xy))dx + x” sin(xy)dy = o‏ + 1( 


۷- حل المعادلات التفاضلية التالية : 


(استخدام الإحداثيات القطبية) ‏ ”+ × _ لك 
(-1)نود  dx‏ 2 
(بعد إيجاد درجة تجانسها) مع ر×4 - ر5 + ابررور6 - ر × 
(بعد إيجاد درجة تجانسها) مع xy" - 2y” - 4x"‏ 
(بعد إيجاد درجة تجانسها) (ر + 'ر2x)‏ × = 2y(”‏ - 'بود) 
(بعد إيجاد درجة تجانسها) مح بر 4- ر + 'رر×2 - ر × 
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1- المطلوب إثبات النظرية التالية وفق الخطوات المطلوبة : 
كل معادلة من الشكل (MD Foy.) =o‏ 
إذا استبدلنا فيها كل × ب ×ة وكل رر ب ر" ولم تتغير المعادلة فالمعادلة ترد 
إلى منفصلة المتحولات وتسمى متجانسة من الدرجة ۸ 
المطلوب : 
1- برهن هذه النظرية باستخدام الخطوات التالية : 
أب عوض في المعادلة (1) عن × ب ×۸ وعن برب ر"2 (۷۸) 
ب- كيف تصبح المعادلة إذا أخذنا ×/1= 2 


ج- بفرض أن "× / ر ع 3 1201116 
باشتقاق (2) برهن أن ۸4+ اور ےک 
x‏ 


د- كيف تصبح المعادلة في هذه الحالة 
ه- استنتج أنها معادلة قابلة لفصل المتغيرات وأن حلها من الشكل : 


x = A46(9) 
: وبالرجوع إلى التابع الأصلي نجد‎ 
× = (2)مم‎ 
XxX 


خلاصة : لحل المعادلة (1) نعوض × ب ×ة وبر ب بر" ثم نعين قيمة 7 
بخيث تصبح المعادلة غير تابعة ل4 ثم نفرض : 
"عر/ير =9 
فيكون : "ب3 در , أل ”عر فلخ “جرم ع ابر 
تطبيق : حل المعادلة التفاضلية التالية : 
0= *×4 + 3بر2 - بور 
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الفصل الثالث 
المعادلات التفاضلية التامة من المرتبة الأولى 


Exact First Order Differential Equations 


الفحل التالت 
المعسادلات التفاضليسة التامسة مسن المرتبسة الأولسمى 
Exact First Order Differential Equations‏ 
1 1 تعاريسف | Definitions‏ 
أ- لتكن الدالة (بر,«)ر = ل حيث / دالة مستمرة وقابلة للأشتقاق في مجال ما 
من × نقول بأن التفاضل الكلي للدالة لا هو لا حيث . 


dU - يه‎ 
Ox 2y 


ومن نظريات التحليل الرياضي في المشتقات الجزئية نعلم بأن : 


6*0 
Ox0y 2 عدؤيرة‎ 








ب- نقول عن المقدار : ره( N)»,‏ + :ك(مز ,»)1 بأنة تفاضل تام إذا كان هناك 
دالة ما لا بحيث أن تفاضلها الكلي هو: 

dU = M(x, y)dx + N(x, y)dy 
وبعبارة أخرى نقول عن المقدار:‎ 

M(x, y)dx + N(x, y)dy 


بأنه تفاضل تام إذا كانت هناك دالة بحيث يكون: 


6 QU 
8 = M(x.y), 5 = N(x.y) 
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ج- إذا كان المقدار 4(نز ,)17 + عه( ,*) 244 تفاضلاً تاما فنسمي المعادلة 


التفاضلية : 


M(x, y)dx + N(x, y)dy = o 


بمعادلة تفاضلية تامة . 
211 نظرية -1-: 


: لتكن المعادلة التفاضلية‎ 
M(x, y)dx + N(x, y)dy = o 


فالشرط اللازم والكافي لتكون هذه المعادلة تامة هو: 


OM _ ON 
dy 0x 
لزوم الشرط:‎ -1 
الفرض : المعادلة (1) تامة‎ 
9M _ ON لطلب : البرهان أن:‎ 1 
Oy Qx 


البرهان: بما أن المعادلة التفاضلية تامة فإن المقدار: 


M(x, y)dx + N(x, y)dy 


هو تفاضل تام . أي هناك دالة ل بحيث أن: 


برواف وال 


dy Ox 


ولكن 
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U _ كلاة‎ êU _ 6007 
Oyûx ûy  ةءقرمب‎ êx 


(1) 


(2) 


0M _ 0N 


= : مله‎ 
Oy 0x 
لق كله‎ a E الفروضن: + «النغاوقة اللا‎ 
ûy êx 

الطلب: البرهان بأن المعادلة تامة. 
البرهان: 

أن تتا من اقطان وهر | د ا 
بجحب ار ) مخ E‏ اسم = س 
يجب أن دبندی من الفرص وهو أن 


ونبرهن على أن المعادلة (1) هي معادلة تامة. وهذا يعني أنه يجب أن نبرهن بأنه 
توجد هناك دالة مثل [] بحيث يكون: 


i 
Ox مر‎ 


بسهولة يمكن أيجاد دالة مثل [] تحقق الشرطين الأخيرين ولكن الصعوبة في إيجاد 
دالة تحقق الشرطين الأخيرين معا. ومن أجل البرهان نبتدئ بإيجاد لآ الذي يحقق 
أحد الشرطين. أي ليكن ا الذي يحقق الشرط. 


له 
Ox‏ 


وبالمكاملة بالنسبة إلى × مع اعتبار ل ثابتاً نجد : 
U = Mx + $()‏ )3( 


حيث م ثابت التكامل. ولكن بما أننا اعتبرنا لا ثابتاً فإن # قد تكون دالة في لا فقط 
وليست دالة في ×. 
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في الحقيقة إذا كانت هذه الدالة المطلوبة فيجب أن تحقق الشرط التالي أي : 


=n LL) 
0¢ _ 9 : 
ES dy ولكن‎ 
(4 وهن نهد 11 ل‎ 


وبما أن م دالة في بر فقط فإن دالة في را فقط وبالتالي مشتقتها بالنسبة 


للمتغير × معدومة. 
إذن : 
ON 060‏ 
س م0 
د سريت 
Ox QOy| 0x‏ 


ولكن ما داخل القوسين يعني تكاملاً جزئياً بالنسبة للمتغير × مع اعتبار در ثابت ثم 
اشتقاقه جزئيا بالنسبة للمتغير × مع بر ثابت. إذن يمكن كتابة العلاقة الأخيرة 
على الشكل: ش 


بالعلاقة (3). 
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أما لإيجادها فيكفي إيجاد (:ز)6 وتعويضها بقيمتها في (3) ولكن: 


N -2 [Mer‏ - 4ه 
dy dy‏ 


وبالمكاملة كلياً بالنسبة للمتغير لإ نجد: 
OM‏ 
0)y( = r- 9 e‏ 
5 
وبالتعوبض في [] نجد : 
aM‏ 
U = (Mex = || N- | 3+ dy‏ 
e‏ 
وبما أن المعادلة تامة فإن =٠‏ ]4 وبالتالي 4 = ل هو حل لهذه المعادلة. ومنه 
فالحل العام للمعادلة هو: 4 = [Mex + | er‏ )5( 
dy‏ 
1 ا حظ ات - 


1- لإيجاد الحل العام للمعادلة قد نتبع طريقة برهان النظرية وقد نتبع طريقة التجميع 
ونعني بذلك إذا أخذنا المعادلة التفاضلية وفرقناها إلى مجموعة تفاضلات بحيث تكون 
كل مجموعة تفاضلاً تامأ (أو بحيث نجعل كل مجموعة منها تفاضلاً تاما) عندها 
بمكاملة مجموعة التفاضلات التامة نجد الحل العام للمعادلة المعطاة. 
2- إذا حققت المعادلة التفاضلية : 
M(x, y)dx + N(x, y)dy = o‏ 
الشرط : 


فالمعادلة تثامة . 
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OM ON 
ع سسس‎ 


أما إذا كان : س 
ن 
1 عق oy‏ 


فالمعادلة غير تامة ولا تحل بالطريقة السابقة . 


شال -1- 
بين أن المعادلة : 


(6) (4x - 3y - ملو مر‎ x)dx + (cos x — 3x - sin y)d@y = o 


هي معادلة تفاضلية تامة ومن ثم جد حلها العام. 


الحل : 
في حالتتنا هذه : 
ysin x‏ - بز3 - M(x, y) = 4x‏ 
نز N(x, y) = cos x— 3x —sin‏ 
e ATE‏ 
وده dy‏ 
ونه فاق ات بد مما يعني أن المعادلة المعطاة تامة ويمكن حلها بأكثر من 
x‏ 
رة 
الطريقة الأولى_: 


سب کون المعائلة المتعطاة تامة و يمكق كتابنها علن الود ة: 


كارو لل و 08 + اد ES‏ 
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اور - 4-3 = (ر ر 4 = سك :. 7( 
x‏ 


8) = Ny) = cos x= 3x رهاة-‎ 


بمكاملة (7) جزئيا بالنسبة إلى × نحصل على: 
(مز )6 + ع« ومع بر + U(x,y) = 2x7 -3 yx‏ )9( 


لإيجاد الدالة 4 نفاضل طرفي (9) جزئياً بالنسبة إلى ل لنحصل على : 


ةر ووو ل Ce‏ 
dy‏ 
إذن : CEOS‏ 
dy‏ 
وعلية : 


U(x,y) = 2x? -3yx + JCOSX + COSY 
: وبالتالي فحل المعادلة التفاضلية التامة المعطاة هو‎ 
(10) 2x” - 3y + نز‎ COS x + COS y = A4 
. حيث ۸ ثابتاً أختيارياً‎ 
يمكن اتباع نفس الخطوات السابقة ولكن نبدل × و لا أي بمكاملة (8) نحصل على:‎ 
(11) U(x,y) = ycos x - 3xy + cos yJ + (x) 
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ثم نفاضل هذه المعادلة بالنسبة إلى × : 


م 3— sin x‏ اه 
dx‏ 2 ر Ox‏ 


M(x,y)= 4x 3y - ysinx 


إذن لك 
ومنه ×2 = (عر)مه 
أي م = U(x, y) = ycos x - 3xy + cos J + 2x7‏ 


وهو نفس التعبير الذي وصلنا أليه. 


الطريقة الثانية : طريقة المقارنة :- 
نحصل على الدالة رمن مرة من تكامل (ر,») ۸ جزئياً بالنسبة إلى × ومرة من 
تكامل (بر,:)/7 جزئياً بالنسبة إلى ل ثم نقارن المعادلتين الناتجتين: 





U)x,ر(‎ = 2 - )م + × ومع نر + بر3‎ y( 


U(x,y) = مر‎ »05 x - 3xy + cos نز‎ + ®(X) 
: وينتج أن‎ 
4)y)= cosy , 2060-2“ 


49 





الطريقة_الثالثة : 
باستخدام الصيغة (5) مباشرة : 


OM 
U(x,y)= [M(x y)ax+ 1 1 م‎ 
2 5 ا‎ 
= (2x - 3y + بر‎ 05 X) + | (دهم بر ر - عمش روا-0‎ 9 


بض[ cos‏ - 32 + بر los x - 3x - sin‏ + (* ومع بر + (2x - 3y‏ = 
نز sin yay = 2x - 3y + JCOSX + COS‏ -| +ع ومع نر + 3y‏ - 22 = 
وهو نفس التعبير السابق والذي نساوية بثابت ۸ لنحصل على الحل: 


الطريقة الرابعة : 
بتطبيق القاعدة التالية : 
تكامل (/ز,:) 4 بالنسبة إلى × بإعتبار ل ثابت ثم نضيف إلى ناتج التكامل؛ تكامل 
حدود («ز,*)/7 التي لا تحتوي على × بالنسبة إلى لا ثم نساوي المجموع بثابت 
اختياري لنحصل على الحل. 

(4x - 3y - ysin (0 + ۳ sin ydy = A 
: ويكون لدينا‎ 


4 = بروم» + بر ومع بر + ر×3- 22 وهو نفس الحل . 
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الطريقة الخامسة : 
ترتيب حدود المعادلة ليكون كل حد تفاضلاً تامأ : 
فالمعادلة المعطاة يمكن كتابتها على الصورة : 
4xdx - 3( ydx + xdy) - (ysin xdx — cos dy) - sin ydy = o‏ 
أو d(ycos x) + d(cos y) = o‏ + (بود) 34 -(4)22 
وكل حد الآن هو تفاضل تام وبالمكاملة نجد أن: 


2x? -3xy + ومع بر‎ x + COS y = A4 
. وهو نفس الحل بطبيعة الحال‎ 
وفي الحقيقة فإن طرف الحل هذه ترتبط ببعضها البعض ولا يعني الأمر أن تحل‎ 
المسألة دوما بأكثر من طريقة؛ بل سردنا هذه الطرق كي يتمرس الطالب على التفكير‎ 
والحدس. وواضح أن أوجز هذه الطرق هي الطريقة الرابعة.‎ 
Integrating Factor عامسل التكميسل‎ 3-1 


أ- تعريف : 


في أعلب الأحيان تكون المعادلة التفاضلية من المرتبة الأولى التالية : 


(12) M(x, y)adx + N(x, y)dy = o 
N, معادلة تفاضلية غير تامة أي أن: د‎ 
م6‎ @x 


ولكن في بعض الحالات يمكن تحويل هذه المعادلة غير التامة إلى معادلة تفاضلية 
تامة عن طريق الضرب في دالة مناسبة (:1,*«)م تسمى بمعامل التكميل 
(Integrating Factor)‏ . 
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إذا كان (نز,*)م هو عامل التكميل للمعادلة التفاضلية غير التامة السابقة (12) فإن 
المعادلة التالية : 

(13) /(x, y)M(x, y)dx + p(x, 4زم )ازمر‎ - 0 
2 


14 
(14) ay 


(0M) = (oN) 
Ox 


ويمكن حل المعادلة (12) باستخدام معلومات الفقرة السابقة ومن اليسير أثبات أن حلى 
المعادلة التامة (13) هو أيضا حل للمعادلة التفاضلية غير التامة (12). 


مثال دوت 
لتكن لدينا المعادلة التفاضلية التالية : 


(15) ydx - xdy = o 


هذه المعادلة ليست تامة بصورتها الحالية 
ولكننا نعلم أن : 


dx - xd 1 
ھر ےک د رم‎ - × ( 
x X XxX 


1 9 
+ يول = = 
2 × 


ومنذ ذلك نرى أنه بضرب طرفي (15) في المعامل د فإنها تتحول إلى معادلة 
تفاضلية تامة : 


1 
م = برك - + يك سك - (16) 
XxX XxX‏ 
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1 1 2 لبر 6 
5 ا 0 


oy 
ر‎ = Ax وحل هذه المعادلة هو بالطبع 4 = × ر أي‎ 
.)15( معنى ذلك أن هو عامل التكميل للمعادلة‎ 
xX 
بوم 1 ر‎ - ydx 1 
| كذلك نعلم أن : ل لقة _ ف | اسل‎ 
و‎ 5 


(و× - ھن - - 
xy‏ 


ا 0 
وعلى ذلك فإن E‏ - ) يصلح أيضا أن يكون عامل تكميل للمعادلة . 
وحلها هو ثابت = "ا أي ×4 = بر وهو نفس الحل بطبيعة الحال . 


معنى هذا أنه قد يوجد أكثر من عامل تكميل لنفس المعادلة التفاضلية ولكن ألا يتبادر 
لذهن الطالب أن ذلك متيسر دائما. 


ب- طرق البحث عن عامل التكميل : 

ليست هناك عموماً طريقة واحدة مضمونه لايجاد عامل التكميل بل كما قلنا تحتاج 
عملية إيجاد عامل التكميل إلى فطنه ومهارة. 

ووجدنا أن الشرط الذي يجب أن يحققه عامل التكميل هو: 


(0لم) 2 - رام ) ° 
Ox‏ 


رة 
عو E E E‏ 
ا لك ا )17( 
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وهذه معادلة تفاضلية جزئية التي يحققها عامل التكميل (ر,×)م وحلها يعطي عامل 
التكميل المطلوب. ولكن حل هذه المعادلة التفاضلية الجزئية أصعب من حل المعادلة 
التفاضلية الأصلية. وسنستعرض حالات خاصة: 


1- إذا كان p0(xy)=c‏ 
عندها يكون 
dy Ox‏ 
وگن لنت لمات أي أن المعادلة التفاضلية تامة و منه نقول إذا كانت المعادلة 
y xX‏ 


التفاضلية تامة, فأي عدد ثابت هو عامل تكميل لهذه المعادلة. 

2- إذا کان (×)م = م 
d 6‏ م6 

كر 22 A‏ دك 


سق ` همك بق 
فالمعادلة (17) تصبح من الصورة : 


رالة_ كلق 1 _ 146 
(«) كر Ney a‏ 0 


وكون الطرات الأيسن فضا ذالة من + فقط ينطاب أن يكون الطرف :الاين أيضنت] 


دالة من × فقط . 
وبالتالي : ()/ = 0 
“ل - [ ج f(a‏ - م n‏ )18( 
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ثا( -3- 
جد معامل تكميل المعادلة التفاضلية التالية: 





42 
- 2x +X - 6 
dx xy 
الحل:‎ 
: نكتب المعادلة على الصورة القياسية التالية‎ 
(x - 2xy (dx + dy = o 


M(x,y) = x-2xy Nay) =1 أي‎ 
= 2× ومنه 0 سب‎ 


وهذا يعني أن المعادلة التفاضلية غير تامة. 
ونلاحظ أن 


1| OM _ON Î _ .م‎ 
ah 


وعلى ذلك يكون معامل التكميل من الصورة : (×)م = م 


2 0 

0 dx 

وبضرب المعادلة في (×)م تصبح تامة ويمكن حلها بإحدى الطرق المذكورة سابقاً. 
5 1 

ويكون الحل من الصورة : ما عر 

3- إذا كان (ر)م -م . 


56 م2 5 م‎ _ dL عندها يكون‎ 
Ox Oy dy 
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1 مه‎ _ 1 ûM aN 
pdy My êx 


وكون الطرف الأيسر دالة من ر فقط يتطلب أن يكون الطرف الأيمن أيضا دالة من 


لا فقط. 
2 1 
وبالتالي : (ر)ع = 0 
أو 
p(y) =e‏ ج [g(y)d‏ = مما )19( 
مثال -4~ 





جد عامل تكميل المعادلة التفاضلية التالية : 
م = (dy‏ 3:2 - ير ) + 2xydx‏ 


الحل : 
هذه المعادلة من الصورة القياسية : 0ع تر (مزرد)/7 M(x, y)dx+‏ 


OM :‏ 
أى : 2= 2 ج بند2 = M(x, y(‏ 
5 2 
و: وو الك رد ووه اروك رو 
Ox‏ 
إذن المعادلة غير تامة : 
OM ON 4‏ 1 
:. ظ أن : = ب | سس سے 
ونلاحظ أن (1)ع | 2 
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إذن : («)م = م ومنه: 
4 12 
4 (ر)م کے ۶ 
ر dy‏ م 


وبضرب المعادلة المعطاة (ر)م = م تصبح تامة ويكون حلها من الشكل : 


2 
= A4 


<u] + 


1 
3 
4- إذا كان عامل التكميل من الشكل (ر.×)م - م 
نأحذ .× - م فيكون: 

م 0 


يع FF‏ ا 


ويصبح الشرط : 


عدة / 237 -درة / OM‏ _ اله / مك 
JN -xM‏ م 


(20) 


1 
إذا عوضنا لإ بعبارتها = ر في الطرف الثاني وكان الناتج أن الطرف الثاني 
x‏ 


للشرط السابق غير متعلق بالمتغير × فيكون عامل التكميل من الشكل المفروض 


والعسيول لي ميل 


وذلك ينتج من مكاملة المعادلة (20) وأخذ أحد الحلول الخاصة. أما إذا كان الطضرف 
الثاني تابعاً للمتغير × أيضاً فالفرض خاطئ ويجب أن نفتش عن شكل أخر لعامل 


التكميل. 


مثال -5- 
جد عامل تكميل المعادلة التفاضلية التالية : 


y(1 + xy)dx + x(1 - xy)dy = o 
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الحل : 
لدينا في هذه الحالة : 
و2 +1 = wy) = E‏ + امبر - My)‏ 


N د( 1)»: = (ر‎ = 1-2 
XxX 





1 2 

e E رع ا‎ 

dt xy 1‏ م 

أي : أب - )رم 
ي۰ ر لل 


وبضرب المعادلة التفاضلية المعطاة في عاملها التكميلي تصبح تامة ويكون حلها مسن 


الشكل : 
ثابت اختباري =4 ٠:‏ , ا 
بود ر 
5- إذا کان (بر+ )م = م 
في هذه الحالة نضع ر + ×= وعندها يكون: 
مه _ :8 م3 _ م3 م4 _ :3209 _ م3 
dt‏ سق 0 Ox 8+ 6* dt o‏ 


ويصبح الشرط 0 
07/6 -برة/014 _ عه /مك 


21 ٤ e 
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إذ عوضنا في الطرف الثاني في المعادلة السابقة كل × بالمتغير (نز- +) وكان 
الناتج في الطرف الثاني دالة المتغير 1 فقط فيكون عامل التكميل من الشكل 
المفروض . والحصول علية سهل وذلك يكون بالمكاملة وإلا الفرض خاطئ ويجب أن 
نفتش عن عامل تكميل من شكل أخر . 
جد عامل تكميل المعادلات التفاضلية التالية: 

(dy -6‏ ر2 - ”ر - ×) + 2x(d‏ + ”ر - ”×) 
الحسل : 
واضح أن المعادلة التفاضلية المعطاة غير تامة لأن : 


بره = كك يروم ر ثم = )رر 


Ne وروي‎ La 
Ox 


فلنفتش عن عامل تكميل من الشكل (4)م = م حيث ر+×=) 
فيصبح الشرط (21) من الصورة : 


1 4  -ةع+0‎ + أع د مر‎ =e” 
م‎ dt -2(x+ر(‎ 
الصورة:‎ 

ثابت اختياري = ۸4 ١‏ ےھ = ( ر )ع 


6- إذا كانت المعادلة ٠١‏ =(ر,N)x‏ + حه( ,*) 24 متجانسة فإن عامل التكميل 


1 
بالعلاقة : و 
يعطي xM + yN‏ (7 ,)0 (22) 
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ويمكن إثبات هذا باستعمال نظرية أويلر 1101617 للدوال المتجانسة التي تنص 


إذا كانت (رر,») ر دالة متجانسة من الدرجة 2 فإن : 


03) ACES 


مال 7ت 
جد عامل تكميل المعادلة التفاضلية التالية: 





(dy = o‏ ر× - ”ر - ٭) + ج ”ر 


الحل: 
ا وو ر 
dy‏ 
١ aN‏ 
و NS E‏ 


إذن المعادلة غير تامة, ولكن نلاحظ أن المعادلة المعطاة هي معادلة متجانسة. وعلى 
ذلك يكون معامل التكميل من الصورة : 
: 1 

TO‏ ا 
( ر - »)ر xM + yN‏ )م 

وبضربة في المعادلة التفاضلية تصبح تامة ويكون حلها من الصورة : 

( ر + )4 = (ر-×) ”ر 
حيث ۸ ثابت اختياري . 
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: إذا كان‎ -7 
(24) M(x,y) = yf (xy) 5 N(x, y) = ود‎ (xy) 


فإن عامل التكميل يكون من الصورة : 


= ([.:3)م (25) 





1 
xM - yN‏ 
بشرط أن لا ينعدم المقدار ۷ر - 1× 
ولإثبات ذلك نلاحظ أنه كي تكون المعادلة التفاضلية : 
p(x, y)Mdx+ p(x, y)Ndx= o‏ )26( 


. معادلة تامة يجب أن يكون: 





3 (0M) = (AN) 
: ولكن‎ 
erda 
تبج‎ ° XM-yN| Ix )00-1,000( 
af ûf 
1 E دگ‎ 2y 
x(f - “لور‎ 
: بالمثل‎ 








2-2 N | 2 Î 
Ox Ox|x M-yN | Ox| رار‎ - Jf) 
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7 2 


ha im 
ا‎ 00 


وبما أن ينتج أن : 


__M 2 N‏ ل 
xM-yN |  خعأ xM-yN‏ امود 


ر 4 فی 
dy ` 0%‏ 








وهذا هو المطلوب ٠.‏ 
أما إذا أنعدم المقدار ۷ر - 4× فهذا يعني أن : 


xM = yN 
هر‎ + × =١ : وتصبح المعادلة (26) من الصورة‎ 


وحلها هو: 
xy = 4‏ 
مثال -ه- 
جد عامل تكميل المعادلة التفاضلية التالية: 
o‏ = برك( xy?‏ - روج 2 + dx + x(1‏ + بود 2 )بز 

الحسل: 

هذه المحادلة غير :كانه ولكن تلاحظ أن + 

M = y(2xy +1) = yf (ay) 


و (نود) وود = ( × - ر×2 + N = x×)1‏ 
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وبالتالي معامل التكميل هو من الصورة (25) أي: 


جل لد رم 
“ر xM-yN x“‏ ف 
وبضصرب المعادلة في عامل التكميل تصبح تامة . ويكون حلها من الصورة : 


اود 
و3 
y= de‏ 





حيث ۸ ثابت اختياري . 


8- بصورة عامة نفرض ()م = م حيث (بر,)/ = واثر دالة مفروضة 





: ويكون عندئذ‎ 
ا ل هفات‎ 
*ة6‎ dt ûx Ox dt 
Cal O E 
@y dt ûy Qy 4 
dp|dt _ 0M/ax- oN/ay 1 
)22( ERC : ويصبح الشرط‎ 
Ox Qy 


إذا عوضنا كل لإ بقيمتها المستخرجة من التابع (بر,») -+ كان الطرف الثاني 
للشرط تابعا فقط للمتغير 4 فيكون كامل التكميل من الشكل المفروض والحصول علية 
سهل. وإلا يجب تغيير شكل الدالة مر . 
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وفيما يلي جدول لبعض مجموعات حدود وعامل التكميل الذي يحول كل مجموعة 
إلى تفاضل تام. 


امل التكميل | _التفاضل ضلاتم_ ا 





جدول 1 - عوامل التكميل لبعض مجموعات الحدود. 
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تماري سس سن 


1- هل المعادلات التفاضلية التالية تامة أو غير تامة؛ إذا كانت تامة - جد الحل - : 


2ر 
e” +×‏ ر _, 


3 ر 
2ye”‏ - ?ر 


“و2 1 / 
2 2 جل 
بر + ر 


3x7 ةع 2) + 30 + ”ر‎ y-1 = 0 
x 
(2x + 4y) + (2x - 2y) =0 
(2xsin x + 3cos y)dx- 3xsin ydy = o 


,_ _ × برط‎ 
bx -cy 


(x? + عجو( بر‎ + 2xydy = o 

(e” sin y + 3y)dx - (3x - e” sin y)dy = o 
“برثير4)‎ - 2 xy (d> + تبر كير3)‎ - x” )dy = o 

(3e y~ 2x)dx + e” برك‎ = o 

(cos بر‎ + ycos x)dx + (sin x — xsin y)dy = o 


(xin y+ xy)dx + (yInx + xy)dy = o , ×*<0 , <0 
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1/ 


2/ 


3/ 


4/ 


5/ 


6/ 


7 


8/ 


9/ 


10/ 


11/ 


12/ 


1 - جد عامل تكميل كل من المعادلات التفاضلية التالية » ثم جد حلها ؟ 

0= م ل 2y‏ ابر 

(x? +? + x)dx + xydy = o 

(x? + xy dx + 2y dy =o 

2xydx + (y?” -3x?)dy = 0 

0= برك( *بر + (x?‏ + مك( أبر + 2xy‏ + بر (Gx‏ 

1- ر + =e‏ ابر 

6 = بك( × - × - 1[) بن 2 + عه( 2x‏ - 1( 


(Ê- sin y)dy = o‏ + بن 
0 


yd + (2xy - 27م‎ )dy = 0 
e" dx +(e” tanî بر‎ +2y + اتوم‎ y)dy مع‎ 


y(1 + xy)dx + x(1 - xy )dy = o 


LT 
ال .ل‎ 
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1/ 


2/ 


3/ 


4/ 


5/ 


6/ 
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8/ 


9/ 


10/ 


11/ 


12/ 


13/ 


الفصل الرابع 


المعادلات التفاضلية الخطية من المرتبة الأولي 


Linear First Order Differential 
Equations 


الفصل الرابع 
المعادلات التفاضلية الخطية من المرتية الأولي 
Linear First - Order Differential Equations‏ 
1-17 المعادلة التفاضلية الخطية Linear Differential Equation‏ 


سبق أن عرفنا المعادلة التفاضلية الخطية من المرتبة 7 ويهمنا هنا المعادلة التفاضلية 
الخطية من المرتبة الأولى والتي تكتب على الصورة :- 
2 
P)(y = 0)(‏ + © )1( 
dx‏ 
حيث (+) صم(م)0 دالتان في المتغير ۸ فقط . 
وهذه المعادلة ليست علي وجه العموم معادلة تفاضلية تامة ولكن يمكن إيجاد عامل 


تكميل يحولها إلى معادلة تفاضلية تامة ونقول بانها خطية وبدون طرف ثان إذا كان 
00-0 أي أن شكلها :- 


(2) + P(x)y =0 


وتسمى الدالة (×)© بالطرف الثاني للمعادلة . 
ونلاحظ أن هذه المعادلة (2) أنها منفصلة المتحولات وتكتب على الشكل : 


% + P(e) =0 
ر‎ 


- [P(x)ax 


y= Ae -: وتكاملها هو‎ 
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1۷ 2 نظرية 1: 
لكل معادلة تفاضلية خطية من الشكل (1) عامل تكميل دالة من (*) فقط على الشكل 
التالي : 

)3) p(x) =e” 
-: البرهان‎ 
-: لنكتب المعادلة (1) على الشكل التفاضلي التالي‎ 


(4) [p()y - Q(x )jax + dy = 0 
M(x,y)= P(x)y-Q() , N=1 08 


وبما أن 0 #(») فالمعادلة (4) غير تامة لأن 


LL E 
N| برخ‎ Ox 
بناء! على الفقرة 111 -3-ب-2- فان عامل التكميل + يكون دالة من × فقط‎ 
: ويجب أن يحقق الشرط‎ 


P - P(r) 


م 


مام 


ومنه فان p(x)=e‏ 


وهو عامل تكميل للمعادلة (4) . 
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3-۷ نظرية 2 
إن حل كل بمعتادلة تفتلي تخطية وين الرفبة اف لى هى دة حَظية اة 
اذيك ار + الکن مسد يت 
البرهان :- ش 
لزوم الشرط :-الفرض :- P(x)y = O(x)‏ + ابر 


الطلب : حلها من الشكل :- +f‏ ب ع بر 

بضرب طرفي المعادلة في المعادلة في عامل التكميل (×)م نجصل على :- 
Q(x)‏ م = P(x)y‏ م y'+‏ م 

والتي يمكن كتابتها على الشكل : 0م - [ 42 - مم إر +(م) بك 


4 
2 د‎ P (n )p : وبما أن‎ 


فان: 9م =( برم) كك 

بالمكاملة نحصل على  -:‏ 4 + ×4( ×)9(×)م = بر 

ا ]4 + )00م [f‏ - 

وبفك الأقواس و بتعويض عن | يكون الحل من الشكل :- 


5 -ى‎ | [oF [P(e E 
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ونلاحظ أن الطرف الثاني عبارة عن مجموع دالتين معلومتين . إحداهما مضروبة 
بثابت اختياري 4 أي من الشكل : 


y= Af (*)+ f(x) 0)‏ 
وهو المطلوب . 
كفاية الشرط : الفرض لدينا الدالة ‏ (#6) كر +(*) كرك = بر 


حيث 4 ثابت اختياري ,رر دالتان معلومتان 
الطلب : إن المعادلة التفاضلية لهذه الدالة ومن المرتبة الأولى 
بالاشتقاق بالنسبة إلي (×) نجد : 


f(z)‏ +( )رك = “بر 


0 7ل ورسمر 
1 الثانية نجد : كعد سے 
ومن الأولى و E‏ 

hh _ hha hah 

بالترتيب نجد : 2 يجبي ال ا 
3 1 1 
وهي توضح على الشكل آلاتي  :‏ (×)@ = ر(×)٨‏ + “بر 
وهو المطلوب . 
نتيجة -1- 


مما سبق نخلص إلى أن حل المعادلة التفاضلية الخطية (1) من الشكل :- 


60 0 ير )م‎ 1 [° oe) 
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.م -2- 
إذا كانت المعادلة التفاضلية (1) بدون طرف أي لا تحوي على (+)0 فعندما نقول 
بان 0-()ن والحل ينتج من الحل العام بوضع 0 -(*)0© فنجد حلها : 


ا E‏ ار 


أما ذا وضعنا 0 = 4 في الحل العام حلا خاصا للمعادلة (1) مع طرف وهو :- 


J004 o (r) =‏ 1 كر ڪر 


إذن الحل العام للمعادلة التفاضلية الخطية مع طرف هو مجموع 
حلين أولهما الحل العام لمعادلة بدون طرف وهو إ4 الدالة 
المتممة Function(‏ taryاemenا€0mp)‏ وثانيهما الحل الخاص للمعادالة مع 
طرف وهو رر أي : 

و[ + y= Af,‏ 
ملاحظة :- 
هناك طريقة أخرى لحل المعادلات (1) أي :- 








P(e )y = Q(z)‏ + ر 
تدعى طريقة تحويل الثابت ونطبقها كما يلي :- 
نأخذ المعادلة المعطاة ونضع الطرف الثاني صفرا فينتج : 
P(x)y =0‏ + ر 7 


P(x) 


وحلها كما وجدنا هو 6 y=‏ )8( 
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حيث 4 ثابت اختياري إلا أن نجعل 4 دالة للمتغير × بحيث تكون الدالة المعينة 
بالعلاقة (7) حلا للمعادلة مع طرف . وحتى تكون هذه الدالة حلا للمعادلة (1) يجب 
أن تحقق المعادلة لذلك نعوض (8) في (7) مع العلم بان 4 دالة من × فنجد من 
أن :- 
rf = P(x) - [P(x )ax‏ ,۲ 
(e)P(e Î‏ ,4 - “00ل 41()e‏ = نير 
بالتعويض في (1) نجد () ے * ۴ا عم يرب توي ير _ ٣ھ‏ 
لا" 8 


وة (0)2© 4 


بالمكاملة نجد : 4 + e J“ O (die‏ = ,4 
وبتعويض 4 بقيمته في (8) نحصل على الحل العام التالي :- 
[P(x)ax Qas‏ م ناا E [P(x)ax i‏ 5 


مثال -1- : حل المعادلة التفاضلية : 0= ”ع ×-ر2- 'ر× 
الحل :- نضع هذه المعادلة على الصورة التالية : 


.2 2 ذأ , 
86 غ1 ع رز ا yJ +I‏ 
Xx‏ 


وهي معادلة تفاضلية خطية فيها «/2- -(#«)صم , 7× Q)(=‏ 
وعامل التكميل يكون من الشكل : 


x | n~; 1 
مح و‎ * SS 
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1 1 
ويكون الحل من الشكل. التالئ:: A= e? + A4‏ +ع ب 767 = gy‏ 


أو ×4 + x e"‏ بر 
4-۷ المعادلات التي يمكن إرجاعها إلى معادلات خطية :- 


هناك كثير من المعادلات التي يمكن إرجاعها إلى معادلات خطية وذلك إما بتغير 
الذالة أو تير المكحول: أو تغير كليهما معا إلن دالة متحول خديذين ولذكن مها غل 
سبيل المثال المعادلة التالية : 


90 تراط بك‎ = QÛ) 


dx 
yy OR -: التي تكتب على الشكل‎ 
وهي خطية بالنسبة للدالة × والمتحول بر وهناك بعض الأنواع الآخر.‎ 


) Bernoulli’s Diffecential Equation ( معادلة بيرنولي التفاضلية‎ 14 ۷ 


تعريفها وشكلها العام :- 
كل معادلة من الشكل "نز(:)0 = P)×(y‏ + ابر (10) 


تسمى معادلة بيرنولي حيث ” ثابت معلوم ومن اجل 1=” نحصل على الشكل 
الخاص لها وهو المعادلة الخطية بدون طرف » ومن اجل 7-0 نجد المعادلة 
الخطية مع طرف وقد سبق دراسة هاتين الحالتين » أما في حالة 70.1 فان 
المعادلة غير خطية ولدينا النظرية التالية : 


14 


۰ به -3- 
أن معادلة بيرنولي (10) ترد إلى خطية من المرتبة الأولى بأجراء تغيير في 
الدالة من بر ألي © حيث : 





(11) 9= 


البرهان :- 
لنقسم المعادلة (10) على ”بر فنجد :- 

















ر ر 
: 1 
وبفرض أن : جل د فى 
ر 
, م-1 r‏ 
ويكون : لو - 84 
ر 
3 0 
ومنه : SEE‏ 
yJ” 1-n‏ 


بالتعويض في المعادلة نجد :- 
9'+(1-n)P(x)9 = (1-n)Q(x)‏ 
التي هي من الشكل : 


9'+ P(x) = © (zx) 


وهي معادلة خطية بالنسبة للدالة ى والمتحول × وبحلها نجد 2 


f(x)‏ +)*( رك = و 


5 


والرجوع للمتحول الأصلي نجد : 
(JT‏ ور y = (Af J+‏ 


مثال -2- حل المعادلة : 


dy 3‏ 
= ر×2 + س 
ر× = ر× E2‏ 


الحل :- 
هذه معادلة بيرنولي التفاضلية حيث 7-3 بالقسمة على ”ر 


2 + 2× = × 
ر‎ ik xy 


×= ) )×2 +( در ل 


بوضصع يرع 4ق تتحول هذه المعادلة إلى 6 


2 = م 
dx‏ 
وهذه معادلة تفاضلية خطية عاملها التكميلي : 
م ے p= E‏ 


e 8= fC 2x)e 7” dx +A4= |e 4)- 2x [+ 4 


Ae?™‏ 0 ىق 
2 
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بالتعويض عن برد ى 


e”‏ ع ب 
2 0 
2 
بل 2 

1 1+ Be? 
. حيث 24 - 8 ثابت اختياري‎ 
( Riccati’s Differential Equation ( : معادلة ريكاتي التفاضلية‎ 24 ۷ 

تعريفها :- 
كل معادلة من الشكل :- 
P(x)y? + R(x)y + Q(x)= 0‏ + ابر )12( 


تسمى معادلة ريكاتي . واحد أشكالها الخاصة هو عندما يكون 0)00-0 حيث تصبح 
معادلة بيرنولي التي درسناها سابقا . 

أو عندما يكون 0-()م حيث تصبح معادلة خطية ويمكن تحويلها إلى خطية من 
المرتبة الثانية التي ترجئ دراستها الآن . 
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تساريسن 


-1- حل المعادلات التفاضلية التالية: 


. 0 © 5: 
sin x. = بر‎ 00 x = sin x - ت 1 - 6053 عد‎ 


dy :‏ 
r) =1 -2‏ ول لله = بو + س 
y)7(‏ ا 


(y - xsin x? عه(‎ + xdy = o -3 


dy -4‏ ”× + من( ”× - بور 2 - ر) 

md 

yJ +—y=sinx - 
x 

2 1. 

xy" + 3xy = —sin x -6 

x 

xy +2y = 2ج‎ -x +1 ,y)1( - 2 7 

xy'+y=e” ,  ان00(-<1‎ -8 


9- ا 
xIİnx‏ 


dy 
Sin yJ. = cos y(l — x cos -1 
r (ر نر‎ 


ل 10(=1)ر , 6= + 'ر 
3- 6ح “× + بود2 + ابر 


(x - y)dx + xdy + x(xdy + xdy) = o -4 
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ydx - (x + ب( *بر2‎ = o -5 


6- مح ر ر×2 + ر × 


2 
Xe 


E (dx + dy = o -7 





]nx -8‏ بر = ر + انور 
11 - حول معادلة ريكاتي إلى معادلة خطية من المرتبة الثانية : 


y' + p(x)y + R(x)? + Q(x) - 


بإجراء التغيير التالي :- > - رم 


الو 


۷]- برهن أنه إذا كان كر حلا خاصا للمعادلة التالية : 


y'+p(x)y=%R, 
و رر حلا خاصاً للمعادلة التالية:‎ 


y+ p(x)y=R, 
: فعندها /, حيث رر + رر = أ » هو حل خاص للمعادلة‎ 
y'+ p(x)=R, +R 
: ماذا نستنتج من ذلك‎ 


۷- حول المعادلة التالية إلى معادلة بيرنولي : 
p(y/ x)dx+ q(y| x)dy + x"d(y/ x) = o‏ 
باستخدام التعويض ×/ر =9 . 
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الفصل الخامس 


المعادلات التفاضلية من المرتبة الأولى ومن الدرجة العليا 


Differential equations of first order and higher 
degree 


الفصل الخامس 
المعادلات التفاضلية من المرتبة الأولى ومن الدرجة العليا 
Differential equations of first order and higher ©‏ 
7 1۔ تعريف :۔ Definition‏ 


سبق أن عرفنا درجة (1628766) المعادلات التفاضلية بأنها قوة أعلي مشتقة 
داخلة في هذه المعادلة بعد وضعها علي ضورة قياسية وصحيحة . ويهمنا في هذا 
الفصل المعادلات التفاضلية من المرتبة الأولى أي التي تحتوي علي المشتقة الأولى 
فقط لكن مرفوعة لقوة صحيحة اكبر من الواحد أي التي على الصورة 


dy 
1 F زد وزو‎ > 

(1) (x,y 1 0 

=< 0= ولو 3 2 

(2) (x,y, (م‎ e 

وقوة ۲ هي درجة المعادلة التفاضلية من الرتبة الأولي 

والصورة العامة للمعادلة التفاضلية من المرتبة الأولى والدرجة 1< م هي :- 
0ح (نز 06 رك[ مر (نز ج10 ...+ (SDP‏ 1ح EGP‏ )3( 


ولا توجد طريقة أو طرق عامة لحل مثل هذه المعادلات ؛ ومع ذلك يمكن حل بععمض 
هذه المعادلات عن طريق اختزالها إلي معادلات تفاضلية من المرتبة الأولسى ومن 
الدرجة الأولى تحل بإحدى الطرق المقفلة أو العددية ومن الحالات القابلة للحل نذكسر 
مالي :- 
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۷ 2 معادلات تحل في 2 : : م Equation Solvable For‏ 


باعتبار أن المعادلة (3) هي كثيرة حدود من الدرجة , في ۴ ؛ فإنه قد يمكن تحليلها 
إلى # من العوامل الخطية حسب نظرية الجبر لتصبح على الصورة :- 


4 - [(نز 06 ير -ص|].. [(مزد) يك - ص ](درى0 كر-م|] 4( 


مما يعني انعدام كل عامل على حدة وبالتالي :- 


(5) P= 2 ا کر‎ TT 
(6) Pë حك‎ NS حلية‎ e 
(7) P= = = fy ,)رع حلها ج رر‎ J, 4) = o 


وذلك باستخدام أي من الطرق السابقة لحل المعادلة التفاضلية من المرتبة الأولسى 
والدرجة الأولى ويكون الحل العام للمعادلة (3) هو حاصل ضرب الحلول الفردية 
أي : ش 
g63 Ag 5Y, 4...8, (%7, 4) =0‏ )8( 

لأن أي حل خاص للمعادلة التفاضلية يعدم أحد أقواس الحل العام وبالتالي جميع 
الحلول للمعادلة التفاضلية موجودة في الحل العام . 
ملاحظة - 

لقد استخدمنا نفس الثابت الاختياري ۸ في الحلول الفردية (5) وذلك لان 
المعادلة التفاضلية (3) من المربتة الأولى وبالتالي فأساسيها (8) تحتوي علي ثابت 
اختياري وأحد . 
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مثال -1- حل المعادلة التفاضلية :- 


ل - ,= )×= )ر - 25 + م (10 - +( + P*‏ 
الحل : المعادلة المعطاة هي معادلة جبرية من الدرجة الثانية في م حلها هو : 
1 
|[ بور - 425 10(2 ترج y-1]‏ + ] ل - 
1/2 2 2 1 
[100+ ر60 - ×20 + ر×6 - ”رع + 7| ± (10- ر + +( <= 
(r+ y-10+-3y+ 10] |‏ - 
1 
(x+y -10( + (r= 3y +100}‏ > = 


(مر - 2)5 =[(10+ 3y‏ -ع) + (10- ر 1]-)x+‏ 58 
× - بر =[(10+ )×-3y‏ -(10- ر 1]-)x+‏ 


المعادلة : (ر = 2)5 = 
هي معادلة تفاضلية خطية من المرتبة * y(x) = 5 + de‏ 
والمعادلة : : × ¬ لل P=‏ 


هي أيضاً معادلة تفاضلية خطية من المرتبة الأولى حلها : 4e"‏ +× +1 - (×)ر 
وعلي ذلك فالحل العام للمعادلة المعطاة هو حاصل ضرب الحلين الفرديين بعد 
وضعهما على الصورة الصفرية : 

(y-5- Ae *)(y-1- x — 6-(5هم4‎ 


والحل العام يحتوي علي ثابت اختياري واحد ۸ كما هو متوقع . 
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Equations solvable For y : معادلات نحل في نز‎ 3-37 








: وهي التي على الصورة‎ 
dy 
:رمو‎ P= س‎ 
(9) y= f(x, P( 
2:: بمفاضلة الطرفين بالنسبة إلى × وملاحظة أن 2 -م ند‎ 
Wp, 
dx Ox Op dx 
صك‎ , 1 af /ox 
e 5 1 
dr af ox af op 


وهذه معادلة تفاضلية من المرتبة الأولى والدرجة الأولى في 2 متغيرها المستقل × 
وبالتالي بفرض إمكانية الحل يمكن وضع حلها العام على الصورة : 


(10) x = رماع‎ 4( 


حيث 4 ثابت اختياري وإذا أمكن حذف م بين (9) و(10) نحصل علي علاقة بين 
بر,د بدلالة ثابت اختياري 4 وهذه العلاقة هي الأساسية المطلوبة للمعادلة (9) » 
على أنه يمكن كتابة المعادلتين (9) و(10) علي الصورة : 


£(P,A4)‏ دير 
[مءك ,م)ع|/ در 


وهما معادلتان بارامتريتان في ۲۶ 
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ثا -2- 


الحل : 


أذن 


ومنه 


y=x+inp : p= : حل المعادلة‎ 


م لہا | و لے = بے 
م p(p =1) p-1‏ 


أو ل توت رسو واه BED‏ 
Pp‏ 





وعلى ذلك يكون الحل العام البارامتري للمعادلة المعطاة بدلالة البارامتر م هو :- 


م ومن 
Pp‏ 
A4‏ + (1-م )صا = y= x+ In p‏ 


ولكنها ستكون علاقة معقدة . 
4-۷- معادلات نحل في ×: ` : Equations Solvable For x‏ 
هي التي على الصورة : 
0 
2 1 اق (م ,)ع = x‏ (11) 
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ويتبع في حلها خطوات ممائلة للحالة الثانية لكن بتبديل × ,لر 
مثال -3- . 


حل المعادلة : y= x+inp‏ م 


الحل :- يمكن كتابة المعادلة التفاضلية السابقة على الصورة : 


x = مر‎ - În م‎ 


1 
بمفاضلة الطرفين بالنسبة إلى ر ومراعاة أن 29 نحصل على :- 


6 
dy 


أو A4‏ + (1- م)صا = بر 


وبالتعويض عن ل في المجادلة الأولى ينتج : 


=n] 4 
P 


وهو نفس البارامتري الذي حصلنا عليه في المثال السابق : 





Clairaut’s Equation معادلة كليرو‎ -5 -۷ 


وهي معادلة تفاضلية من الشكل : 


(12) y= px+ f(P) ١ للدم‎ 
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وهذه من نوع المعادلات ( الحالة الثانية ) التي تحل في ر وسنرى الآن أساسية هذه 
المعادلة أي حلها العام هو :- 

(م)ثر + ×4 = بر (13) 
وهو عبارة عن طائفة من المستقيمات نحصل عليها بوضع ثابت اختياري ۸ محل 
المشتقة ل - م في معادلة كليرو .. 


الإثبات : 
بمفاضلة (12) بالنسبة إلى د : 


d 
© = p= p+] + ۶) 


% [e+ f'(p)]=o أو‎ 

الحالة الأولى : 4 - م جه - 22 

وبالتعويض عن 4 = م في (12) نحصل على الحل العام (/)/ + ×4 = بر 
الحالة الثانية : =o‏ (م )كر دعر 


وهذه المعادلة مع (12) تعطي حلا منفردا على صورة بارامترية وهو عبارة عن 
غلاف لطائفة المستقيمات (13) . 


مثال -4- 


حل المعادلة - م : 1+ Jp’‏ + عم = y‏ 
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الحل : 
هذه معادلة كليرو فیھا ‏ 1+ 2ص/ء-(ص)ر 
وبالتالن فحلها العام هو::: 


1+ تمل + ×4 = ر (14) 


وهو طائفة من المستقيمات ميلها 4 وتقطع جزءا قدره 1+ 4ہ من المحور 








ال تت 00 )15( 


بالتعويض عن في المعادلة المعطاة . أذن 


1+ م + در (16) 


p +1 p +1 








على الصورة الصريحة للحل المنفرد : 


x“ + “بر‎ = [ 


هي دائرة مركزها نقطة الأصل ونصف قطرها الوحدة وتغلق طائفة 
المستقيمات (14). 
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رین 
] - معادلات تحل في ۲ . 
حل المعادلات التفاضلية التالية حيث : م 
6 = وود - “م (بود - بر - جز) + ذم (1 + بر +)x-‏ ثم 
= (!!+2بر) + 2(p‏ - مر - بود - بر 2) + x) -2(p‏ 
=o‏ *بر6 - x? p? + xyp‏ 
0= بر yp” +p‏ 
!1 - معادلات تحل في × أو في بر : 


حل المعادلات التفاضلية التالية حيث دم 


2 


+y =o‏ ورد 2م 
*م + *(2 + م) د زر 

yp * - ص2‎ +y =o 

1م ةع + xp‏ = ر 





1 
- XD ¬—- 1 


ر 
م x‏ 


.1/7 - معادلات كليرو : 
حل المعادلات التفاضلية التالية حيث 00 م 


p +1‏ لہ + p×‏ = بر 


( باستخدام تحويل مناسب حولها 0 = رر + م2 - ”صر إلى معادلة كليرو )... 
2p‏ - ورد = y‏ 
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الفصل السادس 
تطبيقات مختلنة على المعسادلات التفاضليسة 


Different Applications or Differential 
Equations 


الفصل السادس 
تطبيقسات مختلفسة علسى المعسادلات التفاضليسة 
Different Applications On Differential Equations‏ 


1[ ا مقد ہے :۔ 


لقد قلنا سابقا أن العلاقات والقوانين الحاكمة بين متغيرات مسالة فيزيائية أو 
هندسية تظهر على صورة معادلة تفاضلية . 
إذن فالمعادلات التفاضلية تدخل في شتى مجالات العلوم الفيزيائية والهندسية بل 
والإنسانية . وفيما يلي مجموعة من الأمثلة التطبيقية المتنوعة جزء منها هندسية 


والأخرى فيزيائية . 
2-1٠71‏ - تطبيقات هندسية - 


أن كل علاقة من الشكل ‏ 0ح (نز,نز,*)م/ 
فهي معادلة تفاضلية من المرتبة الأولى 
وواضح أنها عبارة عن علاقة ما بين إحداثيات نقطة ما مثل «رء/؛ وميل المماس 
للمنحنى المار من تلك النقطة . وكل منحنى يمر من النقطة 44 وميل مماسه يحقفق 
المعادلة التفاضلية فهو منحنى تكاملي . ومن ذلك نستنتج أن المعادلة التفاضلية هي 
علاقة بين إحداثيات نقطة من منحنى وميل المماس لهذا المنحنى في تلك النقطة . 
إذن كل مسألة هندسية تتعلق بإحداثيات النقطة وميل المماس فيها هي معادلة تفاضلية 
من الرتبة الأولى . 
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المثال الأول :- 
أعطيت طائفة منحنيات أولى معادلتها التفاضلية هي : 


(1) F(x,y,yJ')=o 
أثبت أن المعادلة التفاضلية لطائفة المنحنيات التي يقطع كل عضو منها جميسع‎ - ¡ 


أعضاء الطائفة الأولى بزاوية > هي : 


سل 1 
0 2 وريم )2( 


حيث ) tan (e‏ = عم 
وتسمى الطائفة الثانية بالمسارات © ( المسارات المائلة ) للطائفة الأولى . 


زز - اثبت أن المعادلة التفاضلية للمسارات المتعامدة على الطائفة الأولى أي 
o= 90°‏ هي : 
1 
6 = (س سوير F۴ )x,‏ )3 
ر 


نأ جد معادلة طائفة المنحنيات التي تقطع طائفة القطع المكافئة *(4 -+) = بر حيث 
ا افق بز ويه /7 عند أي نقطة في الربع الأول . 


۷]- جد معادلة المسارات المتعامدة مع طائفة المنحنيات ( الدوائر ) 


x+y? + ين‎ =o 


حيث © بارامثر . 
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الحل : 
1- المسارات المائلة : 
ليكن © منحنياً من مجموعة المنحنيات التكاملية للمعادلة التفاضلية ( 1) : 


=o (i)‏ ).¥ ىنا )م 


ليكن 7 مساراً من مجموعة المسارات ©© التي يقطع المنحنى © عند النقطة م بزاوية 
© انظر الشكل -1- 


ر 
T C‏ 
py)‏ 
۷ کک 
مله 
1 1 
شكل -1- 
© = زاوية ميل مماس المنحنى © / > زاوية ميل مماس المنحنى 7 
نلاحظ من الشكل أن 0 - برا = 
ومنه > درلا - مي 
وبالتالي )< tan(w-—‏ = م tan‏ 


tan y - tan oc 
tan p= إذن‎ 
1 + tan w tan ع6‎ 
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: ولكن‎ 
y, =tanw ,„, إن8‎ =tanp ,„, tanc=k (ii) 


وعند النقطة م يكون : 





1 > Yr 9 Xe 2X7 (iii) 
ومنسه‎ 
1 YJ; -k 3 
3 - 1 7 (iv) 
1+ y,k 


وبالتعويض عن ,× , ,ر في ( 1) من (11) ؛ (111) ؛ (1۷) نجد أن : 


YT <4 
1+ “با‎ 





F(Xr , Yr» )=0 (v) 
وهذه العلاقة الأخيرة صحيحة لأي نقطة عامة م تقع على المنحنى 7 وبإهمال‎ 
: الدليل السفلي 7 تكون المعادلة التفاضلية لطائفة المسارات »> هي‎ 

: 4 ابر 

F(x, ,ر‎ (=0 vi 

( وم‎ (vi) 


حيث > 138 = ۸ وهي تقطع طائفة المنحنيات (1) بزاوية »> . 


1 - المسارات المتعامدة : 
في حالة التقاطع على الشكل المتعامد تكون 2/ = أي أن مح ۾ 
وبالتالي تكون المعادلة التفاضلية لطائفة المسارات المتعامدة هي : 
1-// 
ود الام 


k 
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أو 


1 
(vii)‏ 0 ح وح سوير F(x,‏ 
ر 
اة - طائفة المسارات /” التي تقطع المنحنيات 4(7 -») = ر 


أولاً : نوجد المعادلة التفاضلية لطائفة المنحنيات المكافئة بحذف البارامتر 4 بين 


نر ,“نر حيث : ولا = 4 دع ج (4 - :)2 = ار 
إذن ر ا ا 


وحيث أن الأمر يتعلق بأجزاء المنحنيات المكافئة التي تقع في الربع الأول حيث يكون 


الميل موجبا فان : 
2y (viii)‏ = 'ر 
وهذه هي المعادلة التفاضلية لطائفة القطع المكافئة (۷111) وعليه تكون المعادلة 


التفاضلية لطائفة المنحنيات التي تقطع القطع المكافئة بر أو ية 


4 و‎ 
1+ yn 


_1+2 4y 
ار ر2‎ ey (ix) 


e 


هي : 





E qy = [adr = x + 8 إذن‎ 
ر ع3‎ : 
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ولإجراء التكامل في الطرف الأيسر نستخدم التعويض : 


بمو ووس لقب معيو را 


رل2 
22-1 ر 
7 انه a‏ 


ثم بقسمة بسط موضوع التكامل علي مقامة 


ب سل +1- |] 2- -؛ ولح 2 





1 12 
(21+1) ولح +ع - |2- = 
2 2 





1- 21~ 
(1+ 1)2 - ر2 + بر = ا |2- 
وعلية تكون طائفة معادلات المسارات 4 هي 
+B‏ عد = (1+ ر 0)2 y-1‏ - ر2 
7- طائفة الدوائر بره = ”س7ر + x“‏ 


C 5‏ 50 5 ۰ 5 5 5 5 
مرک ر يقع علي محور ل ونصف قطرها عا حيث © بارامتر . بحصذف 
2 
البارامتر © بين هذه المعادلة و تفاضلها : 


أبن = ر2 + ×2 
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نحصل على المعادلة التفاضلية لطائفة الدوائر على الصورة : 


"رر /( ر + | = "رر 2 + ×2 


x 1‏ 2 1 
أو پت = 
ر 





وبوضع 0 - على “بر نحصل علي المعادلات التفاضلية للمسارات المتعامدة علي 
ر 


الصورة : 


وهذه معادلة تفاضلية متجانسة يمكن حلها باستخدام التعويض : 


d3 Em. QF 
للخل س 24ب 3ح وف إو ج رق = ر‎ 
dx 2)*9( 28 


dE وباك‎ 1 
dx 28 28 








إذن: 4x‏ = ”£ + ر ج برك =( 2 + [( 


وهذه المسارات المتعامدة عبارة عن طائفة من الدوائر مركزها [0, 4/6) علي 


محور × ونصف قطرها 4 
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المثال الثانى_: جد :- 

اطا النفنيات: التو بركون طون جز العدائن لكل غر فا أن دة القاس 
إلى محور نز مساويا للجزء المقطوع من محور لر بهذا المماس . 

[1- طائفة المنحنيات التي يكون طول جزء المماس لكل عضو فيها المحصور بين 
محوري الإحدائيات ثابتا © . 

111 - شكل العاكس الذي يعكس الضوء الصادر من نقطة ثابتة في خط وط مستقيمة 
متوازية . 

الج + 


a د‎ tan أب‎ 





شكل 2- 


¡ - من الشكل (1) نري أن الجزء المقطوع بالمماس من محور بر هو 'لر× - ر 
1 
راان ين ق ر ا لو رو 2 7 


وعليه رر ج و ا 
بالتربيع والاختصار نجد أن :- 
يونين EE e‏ 
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ونلاحظ أن هذه المعادلة أنها متجانسة من الدرجة صفر حلها كما في المثال السابق 


y+ x” = Ax (i) 


11- من الشكل -2- نلاحظ أن طول المماس المحصور بين محوري الإحداثيات 





يساوي 
1 
ا 25 © 75 2 )| 
ر 
وعليه 
7م = ابرع - ر) + :2(ج سكع 
ر 
حيث © ثابت موجب بالترتيب والاختصار نحصل علي :- 
2 ۱2 ۸2 1 
7 = *('بود - بر) + ( رد“ ار 
0 “بره : 
ل سك ل ر ع بر 
وهي من الصورة :- 
(ii)‏ ته + ورد - بر 
لم +1 
حيث ' ر = م 
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وهذه على صورة معادلة كليرو.وبالتالي حلها العام هو - 


aA 


A42‏ + آله 


حيث 4 ثابت اخنياري وهذه طائفة من المستقيمات ميلها 4 وتقطع الجزء 
aA‏ 


ححم لد من محور ل[ . 
4 + 1/ه 


وهناك حل متفرد يأتي من الحالة الثانية لمعادلة كليرو حيث : 


+ 


x‏ = تر 


4 ap 
شخت ع‎ 
كرا‎ 
دعو‎ + ِ 
تي‎ 2 
(+ )?صم‎ 
: وبالتعويض عن × في (1) نجد أن‎ 


3 


ت اه 
دم + ) 1 


والمعادلتان الأخيرتان هما الحل المتفرد البارامتري وبحذف البارامتر ( ۴) بينهما 


/ 2 2 2 
(iii)‏ ارو 9 
وهذه هي الصورة الكرتيزية للحل المتفرد وهو عبارة عن منحنى دويري 


تحتي (01010/إ13:000) يغلف طائفة المستقيمات كما هو موضح في الشكل التالي :- 
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شكل -3- 


111- لتكن النقطة الثابتة ( منبع الأشعة الضوئية ) كنقطة أصل نف رض أن الأشعة 
المنعكسة تكون في اتجاه موازي لمحور × . 

ولتكن ۶ نقطة عامة علي السطح الدوراني العكس الذي يقطع مستوي الإحداثيات بر× 
في المنحني الذي معادلته ( «) / = ر 

ولدينا زاوية السقوط تساوي زاوية الانعكاس 9 2ة؛ - ر 





شكل -4- 
إذن نستنتج من هندسية الشكل ما يلي :- 


2 312189 


لتكت ح م ومع ج 23 ع 
tan” 8‏ -1 7 5 
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tan p = لك‎ and tan f = y' 
3 





0 2 
کس‎ = E : p=y 
x م-]1‎ 


جا مه 


وهذه معادلة تفاضلية تحل في × بالمفاضلة بالنسبة إلى بر وملاحظة أن : 


2-21 
م يك 
نجد أن 
1tp 2 2‏ _ 1ے ر 
م dy‏ ثم dy p‏ 


4 0 0 
وبالاختصار نحصل علي :- (b) e‏ 
وبحذف (م) بين ( 2 و 0) نحصل على الحل الكرتيزي : 


(42 - 7ر( 


a e 
7 Aly 4 


إذن 4 +24 = ”ر 
وهذه معادلة طائفة من القطع المكافئة بؤرتها نقطة الأصل وبالتالي فالسطح العاكس 
هو أحد أعضاء طائفة السطوح المكافئة الدورانية .. 


4 دعل 2 - 2+ ”ر 


حيث محور الدوران هو المحور × . 
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7 تظبيقات فيزيائيسة د 
المثال الثالث -:٠‏ 

بفرض أن عدد سكان بلد في وقت ما يتزايد بمعدل يتناسب وعدد السكان 
أنفسهم عند هذا الوقت فان كان عدد سكان ليبيا عام 1950 هو 2 مليون ثم تضاعف 
عدد السكان في عام 1990 فما هو عدد السكان عام 2000م . 

الحل : 

نفرض أن عدد سكان ليبيا هو 71 مليون عند زمن ا وحيث وحدة الزمن هي السنة 
ومقياسا بدء من عام 1950 م وعليه يكون :- ٠‏ 


حيث 2 ثابت التناسب وهذه معادلة تفاضلية من الرتبة الأولى حلها من الشكل :- 
M(E)= Ae"‏ 


وبما أن : 2-/ر ‏ عند A4A=2<1=0‏ 


إلى 


N() > 2“ 


وفي عام 1990م أي عند 40 = / تضاعف العدد فاصبح 4 = ١‏ 


وفي عام 2000م يكون 50 = ١‏ وبالتالي : 


ن 5 - 015 2 25 ع2 2 (50 2 = N‏ 
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5 
e 2 
٠. 


افترضنا هنا أن عدد السكان (/) /ددالة مستمرة في الزمن ولكن في الواقع )× هي 
دالة متقطعة ( )Discrete function‏ لا تأخذ إلا قيماً صحيحة ومع ذلك فالمعادلة 
التفاضلية كتين تقرييا جيد! لمثل هذه المسائل: : 


المثال الرايع : 
حوض يحتوي علي 100 لتر من الماء يتدفق محلول ملحي يحتوي 2 كجم من الملج 
لكل لتر إلى الحوض بمعدل 3 لترات في كل دقيقة بينما يتدفق الخليط بعد تقليبه جيدا 
إلى الخارج بنفس المعدل . 
1 - ما هي كمية الملح الموجودة في الحوض عند أي زمن ؟ 
11- متى يحتوي الحوض على 100 كجم من الملح ؟ 
3- عد 1 إذا كان معدل تدفق الخليط للخارج : 

أ- 27 في الدقيقة ؛ بب- 46 في الدقيقة 
الحل : 

لتكن 0 = كمية الملح ( بكغم ) الهوجودة في الحسوض عند أي زمن/ 
(دقيقة) 


عند 0 = + حجم الحوض 4 100 = ,7 (كان الحوض يحتوي علي الماء) 


معدل تدفق المحلول الملحي إلى الحوض 36/1045 = از 
معدل تدفق الخليط خارج الحوض J, = 3/min‏ 
تركيز الملح في المحلول الداخل إلى الحوض 268/4 = ,ار 


حجم المحلول في الحوض بعد زمن 4 هو : .£ - ,/) + .7= رآ 


ويكون تركيز الملح في المحلول عند هذا الزمن هو : 
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0 0 
N)‏ ا ا 
اي ا زر 
ويكون معدل تدفق الملح إلى خارج الحوض : 
Q_ 40 1‏ 
E‏ 0 


معدل تزايد كمية الملح في الحوض 44 عند الزمن ٤‏ هو :- 


dı 
22 Ff, (kg / min)= [ 7 - معدل خروج الملح - معدل دخول الملح‎ 
dQ ر‎ 
1ه‎ EE SERE 
بو‎ 757-70-7 
. وهذه معادلة تفاضلية من الرتبة الأولى‎ 
dQ 3 1 
[ت الوقن بالفنطيات افد ند 05م‎ 
7 00 لتعويض بالمعطيات نجد أن‎ 
d0 3 
ر کے‎ 0 =6 1 
dr 1009 
. وهي معادلة تفاضلية خطية‎ 
ja 3 
p=e% ل 0 هت د‎ 


وعليه يكون الحل من الشكل : 


3, 
9=e 4 + |6 3 - 11 +20 1 
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O = 200 + Ae ®‏ 
وبما أن 6 0= 0 عند 0= 200- =4 
و بالتالي يكون 2001-e "|  -:‏ -0 
1- لحساب الزمن الذي عنده يصبح بالحوض ©1006 من الملح نعوض في المعادلة 
الأخيرة 
e - 5‏ جح | ° 2001-e‏ = 100 
1 1 
min‏ 23.105 = 0.5 م1 سا =£ .. 
0.03 
أي بعد 23.100 دتيقة تقريبا : 


1- أ) في حالة كون 22/510 - ير فان المعادلة تكون من الشكل : 


e 


=6 
dt 100+7 





32 
)+ 00( "م > 0 1 


=e‏ م 
وهذه معادلة خطية عاملها التكميلي هو :- 
'(+ 000 دم .. 


]+ 2000 +4 -[نه ”+ 00 )»| +مأ 


1 
| *(م + 100( 


بما أن 0 -0 عند 0= ۲ت 221065 = 4 وبالتالي :- 


1 
9 (100 +) 
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2x10 


0 = TT 


11“ ب) في حالةمندم /42 - كر يكون لدينا :- 


49 e8 


dı 100 -t 





E 
di 100-1 





4 
ا 


.p=e = 


1 
2 (-00 )ملحي 


(100-2) 


6 


e 2 4 

+-41100+ سح د ]دا |u|‏ +4 | (-100)ع 

ا oto 4 |g‏ 
وبما أن 0-0 عند 7-0 فان ؟2×10-=4 

..0=2100-/)-2>10°)100- 

وبما أن :- 0< ص فان min‏ 5100 ۲ 
المثال الخا :- 
ما هي اقل سرعة يطلق بها جسم عموديا علي سطح الأرض بحيث يتمكن من 
الهروب من الجاذبية الأرضية ؟ نهمل مقاومة الهواء وتأثير جاذبية أية أجرام أخرى 


خلاف الأرض التي نعتبرها كرة نصف قطره 6375# = ۸ وتسارع جاذبية 
الأرض عند سطحها g =9.81m/s‏ 
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الحل :- 


لتكن ”7 المسافة بين الجسم ومركز الكرة الأرضية . 
طبقا لقانون الجذب العام لنيوتن فان قوة جذب الأرض للجسم نجد:- 


dv k 
سح - - دو‎ ,# <0 
dt r 
” حيث ”7 هو موضع الجسم ۷ سرعته ۸ ثابت موجب أخذت الإشارة سالبة لكون‎ 
. متجهة إلى مركز الكرة الأرضية‎ 


عند اع م تکون ع د مح ترج k=‏ 


21 دم 


dt r2 





dv _ dV dr _ yA __ ER 


dt dF di dr r 





وبفصل المتغيرات و المكاملة :- 


بور 8R‏ دنآ 


~72 = 
2 





وبفرض أن سرعة إطلاق الجسم من عند سطح الأرض (۸ = )هي ,۷ ينتج :- 


2 
ا‎ N ET 
2 R 7 


108 


وبالتعويض عن 4 نحصل علي :- 


2gR? 
در‎ 8_y? - 2R 
4 
وحتى يفلت الجسم من الجاذبية الأرضية فانه يجب أن تنعدم 7 عند 00 = مر‎ 


وذلك يستوجب أن تكون :- 
7 = ,لاج V2 =2gR‏ 


وتسمي اقل سرعة هذه بسرعة الانفلات : ؟/”)11.1838۸= ر۷ 


المثال السادس :- 
يهبط جندي مظلات بسرعة قدرها 6087/5 لحظة انفتاح المظلة فإذا كانت مقاومة 
الهواء تتناسب مع مربع سرعة الهبوط بحيث كانت مقاومة الهواء لوحدة الكتل عند 
وحدة السرع هي «۾»/ 0.392 فما هي سرعة الهبوط بعد نصف ثانية ؟ ما هي 
سرعة الهبوط النهائية ؟ 
اعتبر “و g =9.8m/‏ 
الحل :- 
لتكن #(6) كتلة الجندي والمظلة معا . بتطبيق قانون نيوتن للحركة والذي ينص 
علي أن مجموع القوي المؤثرة في الجسم ما يساوي حاصل ضرب الكتلة في العجلة 
ومنه : 

09 


2392 ونم = سد = my‏ 
8 77 4 
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حيث و هي سرعة هبوط الجندي و ج تسارع الجاذبية الأرضية و ۸ ثابت تناسب 
( حيث 4غ هو مقاومة الهواء ) . 
ويمكن كتابة المعادلة السابقة علي الشكل التالي :- 











_ 49# 2 -4 
32 2 mg m 
R 
b=klmd =mgk وبوضع‎ 
7 0 - = ~bdt 
gf 7جم-‎ 
-: و بالمكاملة نجد‎ 
| 5 : لعو و عي لوو هت‎ 
I 7 0 a 2a 89+ 


بناء علي المعطيات حيث ان عند 0= تكون 607/5 = وى = 9 


E 
2a 9, +a 


n) وك‎ + a ا‎ 
2a S+a J] وف‎ ~a 


سد 35-4 _ 4-4 
+a‏ 9 مدق 








أو 





وبما أن مقاومة الهواء هي K4”‏ إذن مقاومة الهواء لواحدة الكتل عند وحدة السرع 
هي 71 / / 
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1 = 0.392-7 


11 
E ا‎ 
k٢ 10.392 


زر 


ab = 5x0.392 =1.96 , 3, - 5 5‏ 
وبالتعويض نحصل علي ما يلي :- 
2ے 33 ے 9-5 
65 9+5 
ومنها نجد أن :- 
3ع ]] + 13 
/ 3.92 - 9 
116 - 13 
1 5 5 11 +13 
وتكون سرعة الهبوط بعد 4 ٿانية هي 1 E E‏ 


ولزمن يتجاوز الثائية تؤول الدالة الآسية ”7ء من الصفر وبالتالي تقترب 
اتر عة من القيمنة النمائية + 

5 ح-ح- كن د رق 
المثال_السابع :- 
وضع جسم ما درجة حرارته مجهولة في ثلاجة درجة حرارتها ثابتة وتساوي 2000 
ولوحظ إن درجة حرارة الجسم أصبحت 100 + بعد نصف ساعة -10€٣‏ بعد 
ساعة . فما هي درجة الحرارة الابتدائية للجسم عند وضعه في الثلاجة ؟ متى تصل 


درجة حرارة الجسم إلي 6 1- ٠.‏ 


الحل :- 

كن 7 رة حرا ة ال :فى الزن 772207 رج جر اة 
الثلاجة بناء علي قانون نيوتن للتبريد أن معدل تغير درجة حرارة جسم بالنسبة للزمن 
متناسب مع الفرق بين درجة حرارته 7 ودرجة حرارة الوسط المحيط , 7 


..— 7-7 
7 7-3: 


حبث 4 ثابت تناسب موجب يعتمد علي طبيعة الجسم والوسط المحيط ويمكن كتابة 
المعادلات السابقة علي الشكل التالي:- 


كد 
dt‏ 
وهذه معادلة تفاضلية خطية عاملها التكميلي “ © وعليه :- 
[ “ميلا + 4[ dt |= e‏ “1160| + 4| “م - 1 
او 3F = Ade" +T,‏ 
وبفرض ان درجة حرارة الجسم هي ,7 عند 0=) 
1-1 - ك4 > ,1 + ك4 = ,1 .. 
وبالتعويض في الحل العام نحصل علي :- 


بما أن عند 
5 =1 تكون 10°°€+ = 207- 39 ه[20 - 10=)7 
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أو **3 و(20 + 7) = 30 
كذلك عند 605 = تكون 21056 7 2 20 - “20+ 7) = 10- 

أو “> و(20 + 7) = 10 
بقسمة المعادلتين السابقتين نحصل علي :- 


0.0366 0 دي جح 3024م = 3 
30 


وبالتعويض في إحدى المعادلتين السابقتين نجد أن :- 
(7T, + 20( = 1, = 70°C‏ = 30 
أي ان درجة حرارة الجسم الابتدائية هي :- 70€ = 70 
وتصبح المعادلة من الشكل : 20 - '00366-ج 90 T(t)=‏ 
وعندما تصبح ‏ 1996- = 7 يكون ‏ 20 - 99366 19-906 
2-2668 - ¦ ج لم[ ې 
أي أن درجة حرارة الجسم تصل إلى -19°٥‏ بعد حوالي 123 ثانية 


المثال الثامن :- 

دائرة توال مكونة من مقاومة(۸)2 وملف (1)7, وبطارية قوتها الدافعة الكهربائية 
(/5)01 الشكل (أ) : ظل المفتاح 5 مفتوحا لمدة طويلة ثم قفل فجأة عنده0 = / جد 
شدة التيار المار في الدائرة عند أي لحظة 0 < / علق على النتيجة . 
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إذا كان :- 1042 - ۸ , 1072 - 1[ ,20:1 = £ جد شدة التيار عند أي اللحظات : 


= 10 ms «< ع م‎ lms 





شكل - 5 - 


ليكن 1 شدة التيار عند الخطة ‏ ؛ المارة في الدائرة الكهربائية 
بتطبيق قانون 11101417 على هذه الدائرة نحصل على : 


0 Ri = 


ف كم 


القوة الدافعة جهد عير جهد عبر 
الكهربائية المقاومة الملف 


di R E 
س = إت ال سمه‎ 
dt L L 


Rk 


وهذه معادلة تفاضلية خطية عاملها التكميلي هو ٣ء‏ وبالتالي : 
R £, 2‏ 0 
اوور 4 مع E A+ [Ze dı‏ 
R‏ 7 
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E 1‏ 
أو ' 4e‏ +=( 
لدينا عند الخطة 0= ,0= وعليه : 


CE‏ تن 
R R‏ 


/ 
و 2 3 = i)‏ 
وهذه شدة التيار في الدائرة عند أي لحظة 1> ٠‏ انظر الشكل (ب) 


التعليق :- 

نلاحظ من عبارة العمل العام أن التيار الكهربائي المار في الدائرة هو مجموع حدين 
إحداهما هو الحد 0 عم وهذا الحد يؤول إلى الصفر نظريا حينما م ج ولكن 
عمليا يؤول إلى الصفر بعد زمن يساوي عدة مرات من الزمن م والذي يسمى 
الثابت الزمني للدالة الآسية 06 = ۲ ويسمى هذا الحد بالحد العابر أو غير المستقر. 
كلما كانت م < ۸ كلما دام الحد العابر الزمن أطول . 

أما الحد الأخر فهو 5/78 وهو الحد الذي يدوم بعد تلاشي الحد العابر ولهذا العسبب 
يسمى بالحد المستقر وهو التيار الذي يمر لو أتعدم الحث في الدائرة أي أن عمل الحد 
العابر هو سد الثغرة ما بين أحوال البداية وأحوال الاستقرار . 


وبوضع کے = ع = + في المعادلة السابقة لوجدنا أن شدة التيار تصبح:- 
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i= 1-e - 0652 
R R 


أي أن التيار ينمو من الصفر إلى %63.2 من قيمته النهائية ( المستقرة ) بعد زمن 
يساوي الثابت الزمني للدائرة . 


وبعد زمن /5 -/ يصبح التيار : 


N 


|د 
بع | 


i=—)1-e (l3 
(=e) 


أي أن التيار يصل تقريبا لقيمته المستمرة بعد فترة تساوي خمس مرات من الثابت 


الزمني للدائرة . 
بالتعويض عن : 
© 10 ح- mH ,R‏ 10 د عم , 7 10 د E‏ 

نجد : 

37 

i)=1 - e" 
ع وس] د‎ 10 ° s,i 2 ] e! = 0.632 علد : 4م‎ 

_ ر 7 3- 85 ع‎ ST 

ويلاحظ أن الثابت الزمني في هذه الحالة : 5 دك 
عند : A4‏ 1.0ه 0.999 = "جم 1ع ms =10 ° s,i‏ 1=10 


أي انه يمكن القول دون تجاوز أن التيار يصل لقيمته المستقرة 14 بعد زمن كص 10 
وهو عشر مرات الثابت الزمني . 
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المثال_التاسع :- 
لتكن الدائرة المبينة في الشكل التالي (6) في حالة استقرار > فإذا قفل عند 
0م جد: 
1- التيار المار في كل فرع عنده 0 = / (قبل قفل المفتاح مباشرة) 
11- شدة التيار المار فيكل فرع عند أي لحظة 0<, 
1- الثابت الزمني لكل تيار 
137- ارسم تغير كل تيار مع الزمن. 


الحل : . 8 


0 - بم 
R, =180‏ 
R, = 69‏ 
L=0.1H‏ 
E = 42V‏ 





1- قبل قفل المفتاح 0 > ۲ الدائرة في حالة استقرار هذا يعني أن الملف لا يؤدي 
دورا بسبب ثبات التيار المار فيها » وحيث أن المفتاح مفتوح إذن : 


E 
Ri +R, 





= 24,1, =0 


1, =1 = 


وتظل نفس هذه القيمة حتى قبل فتح المفتاح مباشرة 0= 
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1- بعد قفل المفتاح مباشرة يأخذ الملفات في العمل مع منع التغير المفاجئ في 
تيارها ر وعليه يكون : 


م2 = 


0= ا 





رات 0= 


بتطبيق قانون كيرشوف للجهد حول إطارين مقفلين نجد ما يلي : 
و1 - 7 5 1 )1( 
E‏ = ونوك - Rii + Ri, = E > )8, +R, Ji,‏ 


j HUGS E 





di 
Ri + رارز‎ + L—Z= FE 
1 212 1 
di 
3 .. 31 +187 + 0] شخ‎ = 42 
(3) 1 2 ۰ dt 
: بتعويض (2) في (3) نحصل على‎ 
di 
(4) + 2007, = 0 


وأعث نعاذلة ا خطية ا التقنيلى 6 راتاي 


i =e" |4 + 280e" ar |= 4e7" +14 
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ومن الشروط الابتدائية نجد أن :- 0.6 ع 4 ج4 + 1.4 - 2 


(5) .. i(1) = 0.6" 4 


وكذلك : 
i(t)= i ~i = 0,223" + 42‏ )7( 
۸- واضح أن الحد العابر في كل من هذه التيارات يتناسب والدالة الآسية 2١7‏ 


وهذه تصبح 27 حينما : 


وس ال عم 200 
200 ب 


۷- يبن الشكل -7- التالي تغير التيارات مع الزمن : 





ملاحظة_: 

الجدير بالذكر القيم المستقرة الجديهة للتيارات أي بعد زمن كبير من قفل 
المفتاح 57 < 4 حيث يختفي تأثير الحث وتصبح الدائرة الكهربائية عبارة عن 
مقاومات خالصة حيث : ا 





h=l44 , i - 5.6‏ , 4.24 دن 


المشال العاشر :- 
لتكن لدينا الدائرة الكهربائية التالية شكل -8- حيث أن القوة الدافعة الكهربائية متناوبة 
جيبية على الصورة : 


27 - مه , cos wt‏ رط - ())ئط 


ارسم التغير الزمني للتيار على فرض أن 0-(0)/ 


شل لوت 
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الحل : 
بتطبيق قانون كيرشوف للجهد نحصل على : 


Ri(t)+ 2 = E(t) = E, cos wt 


di RFR. E, 
لالم‎ e 


dt L 


R 
: وعامل تكميل هذه المعادلة التفاضلية الخطية هو ٠ء وبالتالي‎ 
R R 
ات‎ E f 
i(t)=e 4+ | cos wt dt 
L 
: نلاحظ أن لدينا بالطرف الثاني التكامل من الشكل التالي‎ 


[= [e cos bt dt 


ويمكن حسابه بالتجزئة : 


[= سےا‎ sin bt - Û [e“ sin btdt 
b b 
1 dt 0 1 dal 0 at 
= ~e“ sin bt | م‎ cos bı + fe cos btdt 
b آم‎ 6 8 


1 1 0 ` a 
= ~e” sin Dt + ~e" cos bi ~ >1 
b 6 
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2 2 
.: اگ‎ - 6 sin bt + cos bt 


ومنه نجد أن : 


al 





1= ٤ “ cos bidi = [b sin bt + acos bt ] 


e 
b” + a 


باستعمال هذه العلاقة نحصل على ما يلي : 


نا 
“ 46 +[نه cos @t + La sin‏ مب i)(=‏ 


والتي يمكن وضعها على الصورة : 


غ4 
Ae 4‏ +(6 


ذا -(): 
a?‏ +72 له 

oL 

= وج‎ (a 

) 7 ( 0 
ويتعين الثابت الاختيار من الشروط الابتدائية حيث 0 =(0): فان : 

A= ا‎ 

JR? + Dw? 


R 
ا‎ 


+ وم وم -(م - م يكم i)(=‏ 
JR? + Pm?‏ 
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التغير الزمني للتيار 





R 
وک‎ 


وهو : 
F‏ 
=p‏ ات ومک 
/R? +1?‏ 
وهي مركبة توافقية ترددها هو نفس تردد القوة الدافعة الكهربائية وطورها (صفحتها) 
يتأخر بزاوية :- 
aL‏ 
ton --‏ = 
7 7 


عن طور القوة الدافعة . 

المثال الحاديى_عد 

في دائرة التوالي 180 المبينة في الشكل -10- التالي » المكثف € غير مشحون مسن 
الأصل » قفل المفتاح عند 0 = + جد شدة التيار والجهد عبر المكثف عند أي لحظة 
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0< : ما هي المركبة العابرة والمركبة المستمرة لكل منهما ؟ أرسم تغير هما مع 





. الزمن‎ 
i) 

شكل - 10- 
الحل :- 
العلاقة بين الجهد عبر المكثف ,7 والشحنة عليه © والتيار المار فيه ¡ هي: 

0 - 077 

4 
و 41 2 49 در 

dt dt 
بتطبيق قانون كيرشوف للجهد نجد‎ 

Ri+V =E 

8ع لاس عد مر 
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dv, 
C e E أو‎ 
dt RC RC 





وهذه معادلة تفاضلية خطية نستطيع حلها بالطريقة المعتادة : 
23 
V. = E+ de kc‏ 
وحيث أن المكثف لم يكن مشحوناً في البداية ( قبل قفل المفتاح) . وحيث أنه يحتاج 
لوقت لتغير شحنته » إذن 0= Ve.‏ بعد قف المفتاح مباشرة 
ا 


: ويكون‎ 
ملا‎ - E,(1 e ( 


ولات قندة التران ستاك بطر يقتان + 


7 . dO „dr, 
Ve = E, (1-e لدينا: 0 كم و م‎ -1 





نجد أن : لاماي الور 
R‏ 01 
2- نحصل على المعادلة التفاضلية للتيار بمفاضلة طرفي المعادلة 8 = .7+ ۸ 


di dVa _ 





R—+ 0 
dit dt 
a أو و و‎ 
dt RC 1 RC 
j = Be cC أو‎ 
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یت فت الارن ن من اور ا عطي كان الملا عم شيعيل 
جهد المكثف صفر لحظيا وبالتالي تظهر القوة الدافعة الكهربائية ٤‏ كلها عبر المقاومة 
فيمر تيار ۾ أي أن : 


و8 - 8 ج ولق -( *0): 


سساح زع 
Rf‏ )): 


وعليه 





i=RR 


شكل -11- 


8 
بالنسبة للجهد : المركبة العابرة هي ©7/ Ee‏ - 
تتلاشى مع مرور الزمن بثابت زمني قدرة ٣‏ + 
والمركبة المستقرة 158 
E -‏ 
بالنسبة للتيار : فهو يتكون من مركبة عابرة فقط Rf tc‏ 


تتلاشى مع مرور الزمن ويتلاشى الجهد عبر المقاومة . 
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نمار سن 
1- أوجد ما يلي: 
1. معادلة المنحنى الذي مماسه عند نقطة ما (بر,*) يقطع جزاء ر×2 من محور بر . 
2. معادلة المنحنى الذي عموده عند نقطة ما (بر,*) يمر بنقطة الأصل . 
3. معادلة المنحنى الذي مماسه عند نقطة ما (بر,*) يمر بنقطة الأصل. 


4. معادلة المنحنى الذي مماسه عند نقطة ما يصنع مع محاور الإحداثيات مثلثاً ذا 
مساحة ثابتة 4 . 


5.معادلة المنحنى الذي يتناسب تحت له عند نقطة ما (ر ,×)) مع مربع الإحداتي × . 


6. معادلة المنحنى الذي يكون ميل المماس عند نقطة ما عليه نصف ميل المستقيم الذي 
يصل هذه النقطة بنقطة الأصل. 


7. معادلة المنحنى الذي يكون ميل المماس عند نقطة ما مقلوب ميل المستقيم الذي 
يصل هذه النقطة بنقطة الأصل . 


8. معادلة المنحنى الذي يكون طول العمود الساقط من نقطة الأصل على المماس لهذا 
المنحنى عند النقطة (بر,+*) مساويا للإحداثي × . 


9. معادلة المنحنى الذي يكون تحت المماس القطبي له مساوياً تحت العمودي القطبي. 


0. معادلة المنحنى الذي تكون فيه الزاوية بين نصف القطر المتجه والمماس مساوياً 
لنصف الزاوية القطبية. 


127 


eS‏ تزايد البكتيريا يتناسب والعدد اللحظي للبكتيريا فإذا تضاعف العدد 
الأصلي لليكتيريا فى ساعتين > فبعد أي زمن يصبل العند إلى فاته أمثاك. 

111- مادة مشعة تتحلل بمعدل يتناسب والكمية اللخطية الموجودة منها ففإذا كانت 
الكمية الأصلية الموجودة من هذه المادة هي 0 مليغرام ولوحظ أن المادة 
فقدت % 15 من قيمتها الأصلية بعد 3 ساعات. 

جد تغيير الكمية المادة الموجودة عند أي لحظة ؟ ما هي كمية المادة الموجودة بعد 6 
ساعات ؟ يسمى زمن الحياة بالزمن اللازم لتفقد المادة % 50 من قيمتها 
الأصلية جد هذا الزمن ؟ 


177- ينص قانون لامبرت (1,3525616) للامتصاص على ان امتصاص الضوء 
في طبقة شفافة متصاغرة عموديا على اتجاه انتشار الضوء يتناسب وسمك هذه 
الطبقة من جهة وكمية الضوء الساقط على الطبقة من جهة أخرى . جد شدة 
الضوء داخل جسم سميك على عمق × من سطح السقوط . 


۷- سقط جسم كتلته 10 كجم من السكون في وسط مقاومته تتناسب مع مربع 
السرعة أذا كانت السرعة النهائية للجسم هي 50 م/ث فما هي سرعته بعد 
ثانيتين من لحظة السقوط ؟ وما هو الزمن الذي بعده تصبح السرعة 30م/ث؟ 

1- يقف شاب عند الركن 4 من حمام سباحة مستطيل ۸8٤٥05‏ ممسكا بيده خيط 
مشدود طوله 10م مربوط بطرفه الآخر قارب (دون محرك ) عند الركن 8 فإذا 
بدأ الشاب في التحرك على الجانب (41/ متجها صوب الركن 0 ومبقيا على 
الخبط مشدودا دائما . 

جد معادلة مسار القارب وعين موضع كل الشاب والقارب عند ما يكون على بعد 6م 
من الجانب .۸٣‏ 
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11- أوجد التيار عند لحظة 0 < + في دائرة ,11 قوتها الدافعة الكهربائية 
E -10605501097(‏ ومقاومتها 8-1042 ومحاثتها 11 10 - 8 وتيارها 
الابتدائي يساوي صفرا . 

711- دائرة 120 قوتها الدافعة الكهربائية 1007# ١1ء‏ 10= £ ومقاومتها 15 اوم 
وسعتها ۴" 0-1 والشحنة الابتدائية على المكشف قدرها 0.50 أوجد 
المركبة العابرة والمركبة المستقرة لكل من التيار وجهد المكثف . 
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الفصل السابع 
المعادلات التفاضلية الخطيية مسن المرتيية الشانية 


Second order linear Differential Equations 





الفهل السابع 
المعادلات التفاضيمة الخطيسة من المرتبسة الثانيسة 





1 تماربيف ونظريات Definitions and theorems‏ 
- المعادلة التفاضلية من المرتبة الثانية هي معادلة من الصورة : 


(1) F(xsy,y',y")=0 


وهي غالباً صعبة الحل ومعقدة الدراسة وسندرس في هذا الفصل المعادلات التفاضلية 
التي تحل في “بر والتي يمكن كتابتها على الصورة :- 


(2) "ر‎ = f), ( 


وكما سبق أن رأينا في الفصول السابقة أن الحل العام للمعادلة التفاضلية من المرتبة 
الأولى (أي التي تحتوي علي المشتقة الأولي ) يحتوي علي ثابت اختياري واحد فقفط 
وبما أن المعادلة التفاضلية من المرتبة الثانية تتضمن المشتقة الثانية أي يجب ان 
تكامل مرتين للحصول علي الحل العام ومن الطبيعي ان نترقب ظهور ثابتين 
اختياريين في الحل العام للمعادلة التفاضلية من المرتبة الثانية . 


0 ا -1 ت 
الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية :- 
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-: يكون من الشكل‎ 
ع بر‎ A+ Bx + | * |] g(s ar ki 


حيث 4 ,8 ثابتان اختياريان . 


ملاحظسة :- 

للحصول علي منحنى تكاملي واحد للمعادلة التفاضلية من المرتبة الثانية فانه يجب 
معرفة شرطين إضافيين مثل قيمة التابع ر وقيمة مشتقة “بر عند هذه نقطة ما × 
ويسمى هذان الشرطان بالشروط الابتدائية أو الحدية بمعنى آخر للحصول علي 
منحنى تكاملي للمعادلة التفاضلية من المرتبة الثانية يجب تحديد نقطة يمر بها وميل 
المنحنى عند هذه النقطة . 

سبق أن ذكرنا نظرية التواجد الأحادية بالنسبة للمعادلات التفاضلية من المرتبة الأولى 
وسنذكر هنا أيضا نفس النظرية ولكن بالنسبة للمعادلة التفاضلية من المرتبة الثانية . 


2 _ نظرية التواجد والأحادية الحل 
Existence and Uniqueness Theorem‏ 
of 37‏ 


0 3 9 م ج“ مستمرة ووحيدة القيمة فسي منطقة ۸ 


مفتوحة من الفضاء الثلاثي 09د و إذا كانت النقطة ( رنز.ونز,.,<) في ۸ إذن في 
مجال حول م فانه يوجد حل وحيد (×)0 = ر للمعادلة التفاضلية : 


إذا كانت الدوال ر 


( "دونز ,ة) /ر = "ر 
ويحقق هذا الحل الشرطين الابتدائيين التالين:- 


نز > (مواس ‏ , من yx)‏ 
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لا يعني وجود الحل» الحصول علية بسهولة في عبارة صريحة ؛ فقد نتمكن من 
الحصول عليه في عبارة صريحة في حالة إذا كانت 1 دالة بسيطة . 


3- يمكن أن نفرق بين المعادلات التفاضلية الخطية وغير الخطية من المرتبة الثانية 
كما هو الحال بالنسبة للمعادلات التفاضلية من المرتبة الأولى . فالمعادلة 
التفاضلية الخطية العامة من المرتبة تكون من الشكل : 





G (*)‏ = ررم ()A+‏ و + جكرى م )0 


حيث ()2 , (20 ,(×)۸ , (:)© دوال معلومة . 


مثال 2 
أ- أهم مثال على المعادلات التفاضلية الخطية من المرتبة الثانية هي المعادلة 
التفاضلية التي تحكم حركة كتلة 7 معلقة بقابض ( زنبرك ) ثابت مرونته k‏ 
ومعامل الاحتكاك © : 

dx 


d?x 
dr و ي‎ = F(t) 





m 
. + حيث ”,ء,۸ ثوابت معلومة و7 دالة معرفة من اجل جميع قيم‎ 
: © ب - معادلة ليجندر (1784-1846) ©8207عع»1.6 ذات الدرجة‎ 


0 = ر(1- ع) e‏ +'ر2x‏ - ”برل x‏ -( 


هي معادلة تفاضلية خطية من المرتبة الثانية . 
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ج- معادلة بيسل 865561 (1784-1846) من الدرجة ۷ : 
6 ر( ۷ - ×) + 'ر× + "ر ”× 
هي معادلة تفاضلية خطية من المرتبة الثانية . 
4- إذا كان معامل ”بر في المعادلة التفاضلية(3) يختلف عند الصفر #0 ()م 
في هذه الحالة يمكن قسمة المعادلة على (*) فنحصل علي المعادلة التفاضلية 
من الشكل :- 


6ع = سمو +( )م + م 





ويمكن كتابتها على شكل المعادلة التفاضلية (2) فنحصل على الدالة ‏ :- 


(«اع + برزء)ن - 'ر(×)p‏ - =('ر,ر,x( J‏ 


Qf (x,y, »') 
dy" 


ونخلص إلى النظرية التالية بالنسبة للمعادلات التفاضلية الخطية من المرتبة الثانية . 


د مو دعك , )م 





- إذ كانت العوامل (<)م , (×)4 , (×) ع دوال مستمرة في مجال مفتوح 
oc< 2> 8‏ فانه توجد دالة واحدة وواحدة فقط (×)0 = ر تحقق المعادلة:- 


(×)ع = ر( ×)و + 'ر(×)م + "ر 
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علي كل المجال 8 > × >2 وتحقق أيضا الشرطين الابتدائيين :- 


ور زمر , ملز (ا)سر 
عند نقطة خاصة مد في المجال 8 > × > - 


مثال _-3- 
جد حل المعادلة التالية :- 
0 = ر + "بر 


الذي يحقق الشرطيين الابتدائيين التاليين :- 0(=1)'ر و 0(=0)ر 


الحسل :- 

انه من السهولة التحقق من أن : 
المعطاة . أما التي تحقق الشروط الابتدائية هي 
السابقة × 5185 = بر هو الحل الوحيد للمعادلة المعطاة . 


× زه , × كمع حلول للمعادلة التفاضلية 
× ١اك‏ = بر إذن وفق النظرية 


ثا -4- 
ما هو الحل الوحيد للمعادلة التالية:- 


0 = ر( ×) و 'ر(×)مp‏ + "ر 


حيث 0 20(2)رر , 0=(مx)'ر‏ و م نقطة في المجال 


oc< X > 8 
الحسل:-‎ 

بما أن 0 = بر تحقق المعادلة التفاضلية والشروط الابتدائية معا إذن 0 = بر هو 
الحل الوحيد 
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5- لحل المعادلات التفاضلية من المرتبة الثانية : 


(«اع = برز(ء)و + 'ر(×)م + "ر 


نبحث أولاً عن حل المعادلة المتجانسة : 
0 - ر( )و + 'ر(×)م + "ر )5( 


الناتجة من المعادلة (4) بوضع 0 =(×)ع 
وإذا عرفنا حل هذه المعادلة يمكن بطريقة عامة الحصول على حل المعادالة غير 
المتجانسة (4) . 


21 المعادلات التفاضلية غير الخطية من المرتبة الثانية - 
Nonlinear second Order Differential Equations.‏ 


إذا لم تكن المعادلة (2) من الشكل (3) فأنها معادلة تفاضلية غير خطية » وبرغم أن 
دراسة المعادلات التفاضلية غير الخطية من المرتبة الثانية صعبة إلى حدما » فان 
هناك حالتين خاصتين يمكن فيهما اختزال المعادلة التفاضلية العامة غير الخطية من 
المرتبة الثانية (2) إلى معادلة تفاضلية من المرتبة الأولى ويحدث هذا في حالة غياب 
المتغير × أو المتغير بر من الدالة ('ر,ر,×) في المعادلة(2) أي لما تكون 
المعادلة من الشكل : 

(6) "ر‎ = f), ( 


أو ("توويز) رع "ر )7( 
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يتم إجراء التغيير برع 9 بحيث تحل المعادلة من المرتبة الأولى بالنسبة للمتغفير 4 
بإحدى الطرق المفصلة في الفصول السابقة ثم بعدها تكامل عبارة 9 بالنسبة إلي × 
للحصول على الحل العام للمعادلة الأصلية . 


الحالة الأولى :- 
إذا كانت المعادلة من الشكل :- (“د, )رع "ر 
بوضع “بر ع ىق و "بر = “وق نجد 1 


(89,)/ = وى 
وهي معادلة تفاضلية من المرتبة الأولى ليكن حلها من الشكل : 
(4 ,داع =9 


وبما أن : (4 ,داع - 3 = 
وتكامل هذه المعادلة يعطي  -:‏ 8+ ©(4 ,8)5] = بر 


مثا كك 
حل المعادلة التفاضلية التالية :- 
2x" -1=0‏ + "ر x‏ 
الحل :- 
بوضع ر = تصبح المعادلة من الشكل :- 
x 9'+2x9-1=0‏ 
2 


1 
أو جح ول + اق 
XxX xX‏ 
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وهذه معادلة تفاضلية خطية من المرتبة الأولى وعامل التكميل : 


2 
= “ومن 


وحلها من الشكل : 4 +× =4 + »| = وم 


أي ك4 + - نو - 


الإو 
م | پم 


+ 


نكامل هذه المعادلة فنحصل على :- ا ر 
x‏ 
وهو الحل الوحيد للمعادلة المعطاة :- 
الحالة الثانية :- 
إذا كانت المعادلة من الشكل  :‏ ('ر,ر) f‏ = "ر 
بوضع 'بر- 9 نجد : ش ش 
(9,بر)ير ='9 
هذه المعادلة تحتوي على ×,بر وك وهي ليست على الصورة التفاضلية من المرتبة 
الأولى » ولكن يمكن حذف المتغير × وتعويضه بالمتغير التابع بر حيث : 
A‏ 2 سات 
dx dy dx dy‏ 
وتصبح المعادلة الأصلية من الصورة : 
d3‏ 


g9 
92 /),3( 
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وهذه المعادلة تفاضلية من الرتبة الأولى ٠‏ وحلها هو عبارة عن علاقة بين 9,بر أي 
(ر)ى - ى أما العلاقة بين ر,× ونحصل عليها من حل المعادلة : 


و 
)»( 1 
ومن ناحية أخرى يظهر ثابتان اختياريان في الناتج النهائي . 


مثال -6- 
حل المعادلة التفاضلية التالية : 
0 > )+ "رر 


الحل :- 
بوضع “برح ف نجد :- 0= 92 + وير 
03 2 29 29 
ولكن لاا لاع اتا مات 
dx dy ¢ dy‏ 
إذن تصبح المعادلة من الشكل :- 0= و + کک ور 
0 
وتكتب من الشكل : هف 
بر ک9 
: ع / 5 
بعد المكاملة نجد و 8 > InA4'‏ = برمز + فى م[ 
7 4 - ےو 
وبما ان 7 0 
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ydy = A'dx أو‎ 


1 
ومنه '8 +48 د 7Y‏ 


إذن الحل العام للمعادلة المعطاة هو : 8 + ج4 = ر 


3-5711 المعادلة التفاضلية الخطية المتجاذسة من المرتبة الثانية 
Homogenous Linear Second Order Differcntial Equotions .‏ 


انه من المفيد لدراسة المعادلات التفاضلية الخطية » في أحيان كثيرة إدخال المؤثر 
التفاضلي الخطي وبما أن الدوال (×)م , (×)4 دوال مستمرة على المجال 
المفتوح 8 > × ٠>‏ . إذن إذا كانت بر دالة قابلة للاشتقاق مرتين على المجال 
8 > × >» فيمكن أن تعرف المؤثر الخطي بالمعادلة :- 


برو + 'تر.م + "بر L[y]=‏ 


ونعرف المؤثر التفاضلي بأنه ذلك المؤثر الذي إذا اثر على دالة ما(×) ر فان ناتج 
التأثير يكون المعامل التفاضلي لهذه الدالة أي مشتقتها (×)' ر :- 


Df (x)= 7'(e)= 2700 


d? d 


d2 ار‎ 


D? = 
dx 


مما يعني انه : 





ومنه يمكن كتابة المؤثر الخطي على الصورة :- ع + نام + 22 L=‏ 
وقيمة الدالة [بر][ عند النقطة × هي :- 


q(x)‏ +(ع) 'بر(عام جزع)سر {e)=‏ مانا 
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ويمكن كتابتها من الشكل :- (*) ۾ +( 2)'نز(») م +(*) ”بر L]y[=‏ 


-7- مال‎ 
Jy = sin 3X , qx =1+ ± , إذا كان: , × د(عام‎ 


L[y]= (sin 3x) + x (sin 3x) + ) + x)sin 3x 
: فأن‎ 
= -9 وزو‎ 3x + 32 cos 3x + )1 + x صنو(‎ 3x 

ويمكن كتابة المعادلة التفاضلية الخطية من المرتبة الثانية على الصورة الموجزة :- 
(«)ع L]=‏ 

كما تاخذ المعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة من المرتبة الثانية الصورة الموجزة : 
L[y]= 0‏ 

في هذه الفقرة سندرس المعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة من المرتبة الثانية :- 

L[y]= y")x(+ p(x )y'(x)+ q(x) = 0‏ 
حيث أن م ,۾ دوال مستمرة على المجال المفتوح 8 > × > 
نظ ية -3- 
إذاكان (*) رر = ر و (×) ,ر = ر حلين للمعادلة التفاضلية : 

L[y]= 0 

فان التوافقية الخطية (×) ر8 +(×) ,برك = برهي أيضا حلا للمعادلة التفاضلية 

حيث أن 4 ,8 ثابتين اختياريان . 
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البر هان :- 2 
لدينا ( *) ,بر = بر هو الحل للمعادلة التفاضلية 0 =[ر]ى أي أن :- 


q(x )y, = 0‏ + برعم + L[y,]= y1‏ 
ولدينا () ,بر = بر هو حل للمعادلة التفاضلية 0 =[ر] أي أن :- 

L[y,]= ونرزء) و + وبرزء)م + وير‎ > 0 
L[Ay, + By» [ نخست‎ 
L[Ay, + By, [- (Ay, + By») + p(xXAy, + By,) + ,مزه )(»ة)و‎ + By») 

= 4 + p(x)y; + q(x)y, ) + 8) + وبرزعام‎ + q(*)y») 
= AL [y, [+ BL ] يج‎ [- 0 

إذن 8 + بر4 = رر هو حل للمعادلة المعطاة . 


ملاحظات :- 

1 - إذا أخذنا في العبارة الأخيرة 0 = 8 فنلاحظ انه إذا كانت ,بر حلا للمعادلة 
0 -[س]: فان ,يرل هو أيضا حل للمعادلة . 

2- واضح من برهان النظرية -3- أن المؤثر التفاضلي 75 له الخاصية التالية :- 








L[Ay, + By, ]= AL [y,]+ BL [y»] 


كل مؤثر له هذه الخاصية يدعي (مؤثر خطي ) و بالخصوص المؤثر التفاضلي 
هو مؤثر تفاضلي خطي من المرتبة الثانية . 
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3- ونخلص في النهاية إلى مبدأ يلعب دورا هاما في موضوع المعادلات التفاضلية 
الخطية الذي يعرف بمبدأ التراكب ( Superposition principle‏ ):- 

إذا كانت فئة الدوال ,, ,_,[(*) ,) هي حلول مستقلة للمعادلة التفاضلية المتجائسة 
0 -[درأط فان أية توافقية خطية 


من بين هذه الحلول هي أيضا حل المعادلة المتجانسة 0 > [ 2 ]للا. 


ملاحظة :- 


يجب قبل البدء في تطبيق المبدأ التأكد من أن المعادلة التفاضلية خطية ومتجانسة 
حيث أنه لا ينطبق هذا المبدأ على المعادلات التفاضلية غير الخطية أو غير 





المتجانسة . 

مثال -8- 

تحقق بالتعويض المباشر أن × 8518 + × وه 4 = برهو حل للمعادلة التفاضلية : 
0= yر+"ر‏ 

الحل : 


بالتعويض المباشر في المعادلة التفاضلية نجد : 


Mf 


0 + برا‎ = )4 5 x + 8 sin x) + (4 cos x + B sin ×) 


4| (eos x) + cos * | + BÎ (in x) + sin * | 


= A[- cos x + cos x]+ BL sin x + sin x]= 0 
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مثال -9- 
تحقق من أن 1+ × = بر هي حل للمعادلة التفاضلية 4 + × = بر + 'ر3+ ”بر 
وان الدالة ×2 = (×) © ليست حلا للمعادلة . 


الحل : 

بماآأن ‏ 0د"ثير > 1عثر ا »> [+×در 

إذن 4 + × - (1 + +) +( 30 + 0 = بر + /نبر3 + "بر 
ولدينا 4 ++ د (1 + +)2 +(3)2 +0 - D"+30'+ O‏ 


هذا لا يتعارض مع النظرية -3- لان المعادلة التفاضلية غير متجانسة بالرغم من 
كونها خطية . 
مثال -10- 
بين أن إذا كانت ,نر وير حلين للمعادلة التفاضلية : 
0 = ر + "ر L[y]=‏ 


فانه ليس من الضروري أن تكون التوافقية الخطية , ر8 + ,ر4 حلا للمعادلة :- 
الحل : 
لدينا 0= 7ر + "ر =| راط 


0= 2بر+ وبر L[y,]=‏ 


-: ومنه يكون لدينا‎ 
L[Ay, + By, ]= (Ay, + By») + (Ay, + By») 
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= Ay + By} + 4 ير‎ + By} + 2 ABy V+ 


+ رمال‎ [+ BI [y2] 
. لان المعادلة لبست خطية‎ 


لقد رأينا انه إذا كان ,بر. وبر حلين للمعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة (5)فان كلى 
توافقية خطية ,ر8 + ,ر4 هي أيضا حل للمعادلة . 


نتيجة -2- 

نسمي فئة الحلول [,دز,,بز) قاعدة الحلول للمعادلة التفاضلية الخطية (5) إذا كان 
كل حل للمعادلة على صورة توافقية خطية من كل قاعدة الحلول هذه . وعدد الدوال 
المكونة لقاعدة حلول معادلة تفاضلية خطية متجانسة ثابت » وان اتخذت هذه الدوال 
صورا مختلفة على انه يمكن إرجاع هذه الصورة بعضها لبعض . 


تعر 5 و 
لتكن لدينا دالتان ,ررر قابلتان للاشتقاق ومعرفتان على مجال ما مفتوح 

نعرف محددة رونسكي أن ببساطة رونسكيان ( ١ki0وصهس)‏ الدالتين ,بر, وير بأنها 

المحددة : 

7 ¥2 


w1. )= 
YY, J 


رل“ ررر = 








ورونسكيان فئة دوال هو عموما ما دالة للمتغير المطلق × وقد يكون ثابتا أو صفرا 
فمثلة :- 
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xXx Xx 
w(x, x” ,x)= 1 2x 3x |= 3ر2‎ 
0 2 6x 
w(e* e (= ا‎ = -2 
- 6 
ع 2ت‎ 
ت = 2 س‎ 
w(-2x,x) 0 1 0 





و الآن إلى النظرية الهامة التالية :- 


إذا كانت الدالتان (×)م , (*)© مستمرتين على المجال المفتوح 8 > × >»ه 
إذا كانت الدالتان ,نر رير حلين للمعادلة التفاضلية (5) 
L[y]= y"+ p(x)y' + q(x )y = 0‏ 


على المجال 8 > × >» وإذا كانت على الأقل نقطة واحدة في المجال 8 > × >عه 
حيث ( رر )س لا يساوي الصفر › إذن كل حل ر للمعادلة(5) يمكن أن يوضع 
على الصورة :- Ay, + By»‏ = بر 


البرهان :- 
الفرض : لتكن ,نزءرنز, ربز حلول المعادلة (5) 
و (رنز,,نز) لا يساوي الصفر على المجال 8 > د>» ٠‏ 


المطلوب إثبات إن : ر ر8 + , ره = وير 
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الإثبات : 
بما أن ,نر ربر,وبر هي حلول المعادلة التفاضلية (5) إذن :- 


0 > رنرزع)و + y7 + p(x )y}‏ 
0= ( )4 + ر( p)x‏ + وبر 
p(x)»; + q(x )y, =0‏ + وبر 
بضرب المعادلة الأولى في ( رر -)والثانية في ,بر ثم تجمع المعادلتين الناتجتين 
لضو ا 
yy} - yay + P(xJyy} = yay] =0 (2)‏ 
بوضع W O2) > YY, - Ya!‏ > () ورم 
نلاحظ أن المعادلة (©) يمكن أن تكتب على الشكل : 
)6 0= ,م( »)م + يرسا 
وهذه معادلة تفاضلية من المرتبة الأولى قابلة للفصل وحلها يكون من الشكل : 
(x)= E (6)‏ و 


وتعرف هذه العلاقة بمطابقة ابل ( 10621697 1ءاA)‏ نسبة إلى الشاب الرياضي 
النرويجي نيلز ابل (1802-1829) .. 

حيث أن الدالة القسية ”اج لا تنعدم أبدا إلا إذا كان © = بهم وهذالن 
يتوفر حدوثه لان 7 دالة مستمرة فرضا . أذن فلن ينعدم الرونس كيان إلا بانعدام 
الثابت الاختياري فقط وفي هذه الحالة فقط الحلان ,ررر متناسبان طرديا . 
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وبتفن الطريقة اعمان الكانية والكالثة معام الأول والثالة مما فتحضل على :وت 
Xx), = 0 (a)‏ )م + بي 7 
Wj + p(n Xx) = 0 (e)‏ 
وهما معادلتان تفاضليتان من المرتبة الأولى قابلتين للفصل ومنه : 
)/( ا 
Wı; = E (g()‏ 


حيث ٩٥,٤٥,٥0‏ ثوابت اختيارية وخاصة ±0 ,© لأن ±0 ر7 فرضا . 
بضرب المعادلة (7) في (,ر-) والمعادلة (ع) في ,بر ثم بجمع المعادلتين فنجد: 


(Vv: 2 و«( ررر‎ 3 (Cy: > CE 


باستخدام )٤(‏ وتعويضا في هذه المعادلة نجد :- 





SS 
Cı Cı 


إذن وبر هي عبارة عن توافقية خطية من ,وريز وهو المطلوب . 


ملاحظة_: 
يبقى أن نثبت أن للمعادلة التفاضلية (5) قاعدة حلول وهذا ما نثبته في النظرية 
التاليية : 
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نظ ية -5- 
إذ كانت الدالتان ( ×) م , ( *) ع مستمرين على مجال ما مفتوح 8 > × >» 
إذن فانه توجد قاعدة حلول لامعادلة التفاضلية (5) 
0= نر )نو p(x)y'+‏ + “نر L[y]=‏ 
على المجال 8 > × o>‏ 


البرهان :- 


لتكن © نقطة من المجال 8 > × >6 وبناء على نظرية و التواجد الأحادية فانه 
يوجد حلان ,روبز وحيدان لمسألتي القيم الحدية التاليتين على الترتيب :- 


0 -(6)س , y+ p(x)yi+q(n)y, =0 , y(€)=1‏ 
p(x)yj + q(x)y, =0 . yر(e)=0 , y(e)=1‏ + وير 
على المجال 8 > × >عه وواضح أن 0 #( ونز و ,نز) 10 عند النقطة © أذن من 


النظرية (4) ينتج أن ( ور ربا هي قاعدة حلول للمعادلة التفاضلية (5) . 


-: ذذ 4 الاستقلال والارتباط الخطي‎ 
Linear dependance and linear Independane. . 


أن فكرة انه الحل العام للمعادلة التفاضلية الخطية من المرتبة الثائية هو عبارة عن 
توافقية خطية لحلين اثنين حيث رانسكيان هذين الحلين يختلف عن الصفر مرتبطة 
بصميم فكرة التبعية الخطية لدالتين . 
نعتبر العلاقة الخطية التالية : 

(8) Af (x)+ Bg (x)= 0 
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حيث ( *) ۶ ,( *) ع دالتان في × معرفتنا في مجال ما 8 > × > , 4 , 8 
ثابتان اختياريان يراد تعينهما . واضح أن هذه العلاقة تسري بالتأكيد على الحالة 
0 - 4 ,0 = 8 أما إذا وجد أن هذه العلاقة تسري على الحالة 0 4 فانه يمكن 
القسمة على 4 نجد أن :- 

(م) عل - -(6/ 
بالمثل إذا كان > 0 8 فبالقسمة على 4 نجد أن 20 =()ء 
وفي كلتا الحالتين يكون هناك تناسب بين الدالتين مم , (×)ع في المجال 
م > × >» ويقال في هذه الحالة ان هناك ارتباطا خطيا ) linear Dependane‏ ( 
بين (»)/ , (+*)ج أو انهما تابعتان او مرتبطتان خطيا أي يمكن الحصول على 
إحداهما بدلالة الأخرى من خلال عملية تناسب . وبمعنى أخر تكون الدالتان 
()م , (») ج تابعتين خطيا على المجال المعرفتان عليه إذا وإذا فقط , أمكن إيجاد 
ثابتين 4,8 بحيث ينعدم كلاهما وبحيث تتحقق العلاقة : 

Bg (x) = 0‏ + (عد) Af‏ 
لجميع قيم × في المجال / > × > 
أما إذا لم تتحقق المتطابقة السابقة على المجال / > × >> إلا في حالة واحدة هي 
انعدام 8,۸ معا فان (×) ر , (×) ع تكونان مستقلتين خطيا على المجال 
8 > × >عه وفي هذه الحالة لا يمكن التعبير عن إحدى الدالتين بدلالة الأخرى . 
مثال 11- 
الدالتان × = (*«)ي , ×5 = (×)ع تابعتان خطيا على المجال ]ه + »م لانه 
يمكن تكوين علاقة خطية على نمط العلاقة السابقة (8) تتحقق للقيم : 

5)x×( ¬- )5×( > 0 : B=-l, A=5‏ = («)ع - (*) رد 
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وبطبيعة الحل فالتناسب بين (×) ر , (×)ع واضح . 
بينما الدالتان ع = (*«)كر , * © - («)ج دالتان مسنقلتان خطيا لانه لا يمكن 
تكوين علاقة خطية بينهما على نمط العلاقة (8) دون انعدام كل من ۸ , 8 


حالة عامة : 

الآن نعمم هذا المفاهيم :- 

دوال الفئة ,_"إ( ×) ,نز المعرفة على المجال 8 > × >> , تكون تابعة خطيا 
على المجال 8 > × >> إذا وجدت فئة من الثوابت 2 |"( ,4) بحيث لا تنعدم 
جميعها وبحيث يكون : 


2 4,y,)(= 0 
=1 


(9) Ay,(x)+ 4y, )x(+ 00 2: A,y,(x)+ 50 + أو 0 -(*) ,نيل‎ 


عند أي قيمة × في المجال 8 > × > 


مثال -12- 
نلاحظ ان دوال الفئة [ × ,6« 2 ,عا ثابتة خطيا على المجال ] © + , © -[ لانه 
توجد فة ثوابت (1,0-,42 لا تتعدم جميعها بحيث يكون 
0 =( )0 +( 1)2 -(*)2 لجمع قيم ‏ . 
كما يقال أن دوال الفئة )بس المعرفة على المجال / > × >> تكون مستقلة 
خطيا على هذا المجال إذا لم تكن تابعة خطيا ويستلزم ذلك إلا تتحقق (9) إلا بانعدام 
جميع الثوابث ال 4 أي أن 

A, =... = A4, =0‏ = د 
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ال -13- 

: ظ أن دوال الفئة إ 2 * ,× ,ا مستقلة خطيا على المجال] © + ,مه ل[ 
لأنه لا يمكن بأي حال تكوين فئة من الثوابتإ و4, ر4 ,4 بحيسث تتحقق 
المتطابقة 0 =( 2*) و4 +(*) ر4 +(1) ,4 لجميع قيم × إلا إذا انعدمت كل 
هذه الثوابت . ولكن يجدر ملاحظة انه إذا لم تنعدم هذه الثوابت فان هذه المتطابقة لا 
تتحقق إلا عند قيمتين على الأكثر من قيم د وليس عند جميع قيم :د » هما جذران 
المتطابقة إذا اعتبرناها معادلة من الدرجة الثانية في . الآن نستطيع إعادة النظرية 
-4- باستعمال مفهوم الاستقلالية الخط . 


نظرية -6- 


إذا كانت الدالتان (*) م ,(*)© مستمرتين على مجال ما مفتوح وإذا كانت 
الدالتان ,نر,,بر حلين مستقلين خطيا للمعادلة التفاضلية التالية : 


0 ع برزع) و + 'برزع)م + L[y]= y"‏ 


إذن فالرونسكيان (رر, )س يختلف عن الصفر على المجال 8 > × >» وأن كل حل 
المعادلة التفاضلية يمكن أن يوضع على شكل توافقية خطية من ,رر 

البرهان :- 

لإثبات هذه النظرية يجب ان نبرهن انه إذا كانتا ,نز ,رر حلين للمعادلة 
التفاضلية من المرتبة الثانية و هما مستقلان خطيا في المجال ‏ > × >»ه 
إذن ( رر ,)70 يختلف عن الصفر المجال / > × >©» . 

لنفترض أنه توجد نقطة مد من المجال 8 > × >> حيث 0 -(,*)/( ,)س 


وسنثبت الآن أن هذا يؤدي إلى تعارض . 
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إذا كان : 0 (x)=‏ وم ربر) م 
إذن فيظام المعادلتين :- 
ش 0 =) (*o 0+ By „(x0‏ ,41 


Ayı (xo (+ By} (x)= 0 


بالنسبة للثابتين 8, 4 له حل غير الحل الصفري . 
باستعمال هذه القيم للثابتين ۸, 8, ليكن () ,ر8 +(+) ,ر4 = بر إذن بز هي حل 
المعادلة التفاضلية من المرتبة الثانية ونلاحظ من المعادلتين السابقتين أنها تحقق 
الشروط الابتدائية . 

0 =(×)'ر =( )ر 


وبناء على نظرية التواحد والفردية فان 0 = (*)بر من اجل كل قيم × في المجال 
8 > × >> انظر مثال -4- 

إذن 0 =(×) ,  )( + 8y‏ نرف على المجال 8 > × > والذي يستلزم أن ,رر 
مرتبطين( تابعين) خطيا . وهذا تناقض. 

معكوس النظرية هو أيضا صحيح ونعنى انه إذا كان : 


L[y,]=0‏ , 0-[بجاط 


و 0 +( وز ,)س على المجال / x<‏ >ع» 
إذن فالدالتان ,نرريز مستقلتان خطيا على المجال م > × >> ولإثبات هسذه 
القضية نفرض العكس أن ,ر , رر مرتبطان خطيا على المجال / > × > 
إذن فانه يوجد ثابتان ۸, 8 يختلفان عند الصفر حيث : 

> × > / على المجال‎ Ay, (x)+ By, (x)= 0 


وبالتالي 0 - () By,‏ + (م) Ay,‏ على المجال / > × >عه 
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إذن من أجل فيم ۸ , 8 (4 أو 8) تختلف عن الصفر المحققة للمعادلتين السابقتين 
فانه من اللازم ومن الواجب أيضا أن يكون 0 >-(,بر,,)»: من اجل كل × وهذا 
إذن يكون حلا المعادلة التفاضلية من المرتبة الثانية مستقلين خطيا إذا و إذا فقفط 


رونسكيان الدالتين يختلف عن الصفر عند أي نقطة على المجال 8 > × >» 


1ر5 تخفيض المرتبة معادلة تفاضلية خطية : 
من أهم خواص المعادلات التفاضلية الخطية من المرتبة الثانية أنه إذا كان حل 
واحد للمعادلة التفاضلية الخطية من المرتبة الثانية معلوما فانه يمكن تعين الحل الثاني 
المستقل خطيا وأيضا القاعدة الأساسية للحل وهذه الطريقة تسمى بطريقة دالمبير 
1151 او بطريقة تخفيظ المرتبة . 
لنفرض أن ,بر حيث 0 * ,ر حل للمعادلة :- 
0 = ر( )و + 'بر(عام + "ر 
ولنستعمله في تخفيض مرتبة هذه المعادلة بأخذ دالة جديدة (9)<2 حيث : 
(×) ,نرزع)ف = ر (10) 
وبالاشتقاق نجد : 


(×) رعق +(×) )»(y,‏ و = 'ر 


)(y, )*(+ 3" )(y, )(‏ 29 +(*) ,ر( )3 = "ر 
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وبالتعويض في المعادلة بعد الترتيب نجد : 
0= كلق +[ 5(J, + py + | + 2y; + py,‏ 


بما أن ,بر حل للمعادلة التفاضلية من المرتبة فالحد الأول من هذه المعادلة معدوم . 
وبما أن 0 ,بر يمكن القسمة على ,بر فنحصل على : 


= و 22+ م جو )11( 
4 
لنفرض أن '9 = z‏ فنجد أن المعادلة (11) يمكن أن تكتب على الشكل : 
J‏ 


اياك 


وهذه معادلة تفاضلية خطية في المرتبة الأولى بالنسبة للمتغير التابع 72 ويمكن حلها 


بفصل المتغيرات حيث : 
اجا ووو يه 
yı‏ 2 
بالمكاملة نجد : 


In 2 = - |] pdx - 2 خما + ,برها‎ 


حيث ۸ ثابت اختياري 


لو و 


أو 
لل 
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بالمكاملة مرة أخرى نجد : 
8 + عه( ) &(x) = [Zax = 4 jU‏ 


»+دمم] - 1 
€ 


7 


U(x) = 


بالتعويض في التابع الأصلي نجد :- 
Ay ,) (U (x x + By , )*(‏ ع بره = برزء) 9 = ر 


وهكذا نلاحظ أننا إذ عرفنا حلا واحدا للمعادلة الخطية من المرتبة الثانية فإننا نحتاج 


إلى عمليتي تكامل للوصول إلى الحل العام . 
ونلاحظ أن الحلين : 
(U ) (4‏ )ر = بر y= yı)‏ (12) 
حلان مستقلان خطيا . 
ملاحظات :- 


1) انه من الممكن الحصول على الحل الثاني المستقل خطيا المعطي بالعلاقة (12) 
باستعمال قاعدة ابيل ( 4561) لرونسكيان لحلين مستقلين خطيا . 


2) طريقة تخفيض المرتبة يمكن استعمالها أيضا في حالة المعادلة التفاضلية الخطية 
غير المتجانسة . 
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بين أن ×= ر هو الحل لمعادلة ليجندر ( )Legender‏ : 


)1 - × "بر‎ - 2x + 2y > 0 -1< x <1 


ثم جد الحل الثاني المستقل خطيا . 
الحل :- 
أولا إذا كان = لز فأن 1= ر , 0= ”ر 
بالتعويض في المعادلة نجد : 
x” )0 - 2x + 2x =0‏ - 1( 
إذن ×= برهو حل للمعادلة . 
ولإيجاد الحل الثاني نفرض (<)9+ = ر 


إذن 29+ x3"‏ = "ر و 39+ '29 = “انر 
وبالتعويض في المعادلة عن بر,'بر,”بر نجد : 
x (x 3" + 29')-2x(x9'+3)+ 2x3 =0‏ - ( 


بعد الترتيب والقسمة على (”× -1)× نحصل على : 


9+2 2-0 
x 1-—x 


ونلاحظ ان معامل '9 غير معرف عند النقطة 0= × وهو صفر الدالة («)م وهذا 
لا يؤثر في الحل العام ولهذا نبحت أولا عن العمل للمعادلة الأخيرة في المجال 
0 > × >1- ثم في المجال 1> × >0 
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المعادلة الأخيرة عبارة عن معادلة خطية من المرتبة الأولى ل-'92 وعامل تكميل هذه 
المعادلة هو (2- )2+ إذن : 


x) = 0‏ + ( 2ء] 
ك 
)م = 3)x)= 4 +B‏ 





ومنه 8ج 





ويكون الحل العام للمعادلة التفاضلية من الشكل : 





Ay, + By,‏ = عه + | خشكا مرح 41 = ر 


حيث تدا ات 


2 1 x 1 





وهو الحل الثاني للمعادلة . 

ونلاحظ أن الدالة (×)9 غير معرفة عند النقطة 0 = × وواضح ان نهاية (×)رر 
عندما 0 ج × موجودة . فالدالة (*) رر المعرفة على المجال 1>×>1- تحقق 
المعادلة التفاضلية على المجال 1> × > 1- وليس فقط على المجالين 0> ×>1- 
و 1> ×>0 . من جهة أخرى تصبح ,بر غير منتهية عندما 1+ ج × وهذا يتقفق 
تمام مع ان معامل “بر في المعادلة ينعدم عندما 1+ ج × بينما معاملي 'بزرنرز لا 
ينعدمان وسنعود لهذا الموضوع فيما بعد . 
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6-111 المعادلات التفاضلية الخطية المتجانسة من المرتبة الثانية ذات المعاملات الثابتة : 
Second order Homogenoes Linear Differential Equations with‏ 
constant coefficients .‏ 
نعود الآن إلى الدراسة العامة للمعادلات التفاضلية الخطية المتجانسة من المرتبة 
الثانية بغية الحصول على حلول ذات المعاملات الثابتة وتكتب هذه المعادلات على 

الصورة: 

0 ع بن + 'برق + ay"‏ (12) 
حيث 0 4,ط,ء ثوابت اختيارية نفترضها حقيقية للملاءمة وبناء على النظرية - 
6- فانه يوجد حلان مستقلان خطيا للمعادلة (12) ولإيجاد هذين الحلين نلاحظ أولا 
أن هذه المعادلة هي علاقة خطية بين (*)بر ومشتقاتها والدالة التي يمكن أن تحقفق 
مثل هذه العلاقة الخطية هي الدالة الآسية © . لكن لقيم خاصة أو مميزة يراد 
تعينها للثابت 70 ويرجع ذلك لكون الدالة الآسية هي الدالة الوحيدة التي تناسب جميع 
مشتقاتها معها ومع تعضها البعض . 
اذن نفرض حلا للمعادلة (12)على الصورة الآسية "عدر : 


“تررح "ر , me‏ = “رز ج “ع = ر (13) 
وبالتعويض عن ل ومشتقاتها من (13) في (12) واخذ ”ء عاملا مشتركا نجد أن : 
(am ° + bm +c” = 0‏ 
وحيث أن ””م لا يمكن أن تنعدم .. إذن يجب أن ينعدم القوس : 


(14) am?” +bm+c=0 
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أي انه كي تكون ٠”‏ حلا للمعادلة التفاضلية الخطية المتجادمة ذات المعاملات 
الثابتة (12) فان الثابت " يجب أن يحقق المعادلة (14) والتي هي معادلة جبرية 
من الدرجة الثانية في 22 وتسمى المعادلة (14) المعادلة المميزة 
)aracteristic or Auxiliary Equation)‏ أو المعادلة المساعدة للمعادلة 
التفاضلية الخطية المتجانسة ذات المعاملات الثابتة للمعادلة (14) جذرين هما : 


(15) E 


0 


Vb = 466 |‏ ده ]د = يم 
واضح أن طبيعة حلول المعادلة (12) تتعلق بقيمتي ,, ر والتي بدورها تتعلق 
المعاملات الثابتة في المعادلة التفاضلية من خلال العلاقة (15) وهناك ثلاث حالات 
جديرة بالاعتبار : 
1 - الجذران حقيقيان متمايزان 0 < عه4- ”ط 
في هذه الحالة يكون الحلان *'” ع , *:” © حلين مستقلين خطيا ويكون الحل العام 
من الصورة : 

(16) Jy = de" + Be ™* 


مثال -15- 
0 = بر6 + 'ر5- "ر 


هذه معادلة تفاضلية خطية متجانسة من المرتبة الثانية ذات معاملات ثابتة . 
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المعادلة المميزة هي 0 = 6 + بم5 - 2مس وجذراها 2 = 3,7 ع رم 
حقيقيان متمايزان وحلها العام هو : 
*3 وير + *2 وم y=‏ 


ملاحظة : على انه إذا كان المميز ( 014ه0856212) «م4 - 52 كمية غير جذرية فانه 
يمكن وضع Mas,‏ على الصورة 0 
+ م = Mm = 2-0 0 Mm,‏ 


1 
کیت 4ac‏ - “لوحم = و , وول - P=‏ 


وفي هذه الحالة يمكن وضع الحل العام (16) على صورة أخرى كما يلي :- 
“لح * Be (2-9 = ge *e* + Be‏ 4 (9+م) 6 y=‏ 
e” [4(cosh x + sinh x)+ B(cosh x - sinh ×)]‏ = | جز + e [4e*‏ 
=e” [4, cosh x + B, sinh x]‏ بر 
حيث 8 +4 = ,8,4 - 4 = ,8 ثابتان اختياريان آخران . 
ثال -16- 
المعادلة التفاضلية 0 = پر - ر2 + "ر 


لها معادلة مميزة من الصورة : 


+2m-1=0‏ تسر 


وجذراها هما: N2‏ + 1= رمم 1 2ہ -1 ع رم 
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وعليه يكون الحل العام هو 
e” [4 cosh /2x + B, sinh 2x |‏ = ير[2/:-ا-) e 12) + Be‏ - بر 


-2- جذران مركبان مترافقان 0 > 4٩٥‏ - ظط 
إذا كان المميز م4 - 2 كمية سالبة كان الجذران مركبين ومترافقين ليكن :- 


m, = a + iB , رام‎ =a - 18 
حيث‎ 
e ¢ BNA , 43 اناك‎ 
20 


يكون الحلان **”2 , ”2 جلين مستقلين خطيا ويكون الحل العام من الصورة : 


Mx max 


y = de "'" + Be 


وباستخدام علاقة اويلر ( 8101©2) 9 مأو: + 9 ومح = ع يمكن تحويل هذه 
الصورة المركبة إلى صورة حقيقية كما يلي :- 


y = Ade *د” وير + *ا”‎ = Ae (+i) + يور‎ (i8 


هاه مقو هه ).+ .+ مومه أ | - | نيوز 4[ y =e"‏ 


e* [(4 + B)cos 6x +]‏ = 
وضع 4+8 = 4 و (4-8): ع ,8 نحصل على : 


e“*[4, cos Bx + B, sin Px] = Ce ** cos (8x + £)‏ = بر 
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حيث ا1" مس و C= (4? +B} J‏ 


ويلاحظ أن هناك دائما ثابتين اختيارين 4,8 أو ,4,8 أو “مير 


مثال -17- 
لتكن المعادلة :- 0 ع بر ابر جر 
المعادلة المميزة هي :- m? +m+1=0‏ 
3ہ 1 3ہ 1 
ذراها هما :- 1+ = رصم حا سد = رمم 
وجدر 2 2 1 و 2 2 2 


وعلى ذلك يكون الحل العام هو : 
J = Ce 2 +‏ 


3- جذران متساويان : 
أي إن هناك جذرا واحدا مزدوجا هو © ير ويكون 50 © هو أحد الحلين ٠‏ 


المستقلين خطيا والحل الأخر نستطيع الحصول عليه باستعمال طريقة تخفيض المرتبة 
للمعادلة التفاضلية الخطية . 


يكن '(ه6ا” و(م) فى = ر 


: إذن‎ 
bx 


2 1 2 
2a‏ و[ و 0ق ) ل ©“ )8 2 )9 = اير 
2a 2 a‏ 
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بالتعويض في المعادلة (12) والقسمة على العامل المشترك ٠‏ نحصل 
EE‏ 
2 
=+( نو|ء وقد E‏ 
2a ۰‏ 4 


0 0 





بعد ترتيب الحدود نحصل على : 


2 
هزه ).وه 


4a 


وبما انه 0 = 53-460 إذن فالحد الثاني في هذه المعادلة معدوم ونحصل على : 


0= "3 
أذن :- 8B‏ +× -(ع)ى 


حيث ۸ , 8 ثابتان اختياريان يكون الحل العام هو : 


e4 (4x + 8(‏ ح بر 


مثال -18- 

جد المعادلة التفاضلية : 4=0+ 'ر4+ "ر 

الحل :- 

المعادلة المميزة لهذه المعادلة التفاضلية هي : 0= 4 + m? +4m‏ 


ويكون جذراهما عبارة عن جذر مزدوج 2- = :7 
وبالتالي يكون الحل العام هو : 
y=e*(4x+B)‏ 
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ملخص : وفيما يلي ملخص لهذه الحالات الشلاث : 





جدول 1-1 جذور المعادلة المميزة وقاعدة الحلول والحل العام للمعادلة التفاضلية 


ay" + by +c=0 


مثال -19- 
2 , 727 هما جذرا ن المعادلة المميزة للمعادلة التفاضلية : 


ay" + by' + cy = 0 
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[سأثبت أن الحلين "ع , ٠”‏ يكونان حلين مستقلين خطياً فقط إذا كان 


1[-إذا كان بوط - = ” = ريم عد ,” فاثبت بالتعويض المباشر في 
المعادلة التفاضلية المعرفة أن *”6 يصلح حلا لها . أوجد الحل الأخر المستقل 
خطياً باستعمال (11) : 

الحسل :-~ 

1- لكي يكون الحلان ""ء, “”ء مستقلين خطيا يجب أن لا ينعدم الرونس كيان 

لهما : 


(m, 5 mn, Je (mix+ mx) 


mx mx 


6 6 


W (e”* e" (= 








7 7 
وحيث أن الدالة الآسية لا تساوي الصفر إذن لا ينعدم الرونسيكان طالما لا يتعساوى 
الجذران ,78 , 7/2 ويكون الحلان مستقلين خطيا . 
2 
[[-عندما ينعدم المميز يكون 4۵€ = :5 أي أن c=‏ ويكون الجذران متساويين 
0 
وهنا وذ - = ™ = ريم * ”7 وبالتعويض *”ء في المعادلة المعطاة 
واخذ ”© مشتركا نحصل على : 


ا +( - أ 1 كه = #يز0 + (am? + bm‏ 


b b2? 06 
=| سس 4س‎ 
Ë 20 ا‎ 


أي أن عطي هو حل للمعادلة المعطاة ویکون الحل الآخر باستخدام (11) حيث : 
b‏ 
xX =3 =‏ 
~ -(0م 
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و عم 
a ×‏ € عاط _- هم 
Td =e e ] Sas =e e fds‏ | ,ر = وير 
6 


ا 50 
ويكون الحل العام هو Ay, + By, =e 2“ [4 + Bx]:‏ =(x)ر‏ 


-7- المعادلات التفاضلية الخطية غير المتجانسة : 
Nonhomogeneous Linear Differential Equations‏ 


نبحث الآن الحل العام للمعادلة التفاضلية الخطية غير المتجانسة من المرتبة الثانية 


والتي على الصورة : 

(17) Lly]= y" + p(x)y' + q(x )y = g(x) 
حيث [ر][ هو المؤثر التفاضلي الخطي و (*) م , (*)9 ,(×)ع دوال مستمرة‎ 
. على مجال معين‎ 


لتكن (×) ,ير هو الحل العام للمعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة 0 -[برإرة وهي 
التي تحصل عليها باختزال الطرف الأيمن ()ج إلى الصفر وكما ذكرنا سابقا تسمى 
المعادلة 0 > [بز]]. بالمعادلة المتجائسة (10102608 )(Homogenous‏ ويسمى 
(*) ,ير بالحل المتجانس أو الحل المتمم ( 501106108 11072086260105) وعلى ذلك : 


)18( L[y,]=0 
-: (4 الحل المتجانس هو نفسه الحل المعطي بالعلاقة ( نظرية‎ 


AY + By„(x)‏ > () يدر 
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والذي يحتوي على ثابتين اختيارين ۸, 8 و[ ين ,نز هي قاعدة فة الحلول 
(نظرية 5) أي ,ر, ربر حلان مستقلان خطيا للمعادلة المتجانسة . 

لیکن (*)در هو أي حل خاص ( 501104108 2311010135 ) لا يحتوي على ثوابت 
اختيارية للمعادلة غير المتجانسة (*«)ج =[ر][ . أي : 


)19( L,]= g)×( 


نظر ۱ ك 1~ 
الحل العام للمعادلة الخطية غير المتجانسة (×)ع =[ر][ هو الحل العام للمعادلة 
الخطية المتجانسة 0 =[ر][ زائدا حل خاص لا يحتوي على ثوابت اختيارية 
للمعادلة الخطية غير المتجانسة أي : 

y(z)= y,(*)+ y»() 


البرهان : 
بماإن Lly,]= g(x) , L[y,]=0‏ 
إذن ينتج من خطية الموثر 1 أن : 


(«)ع -(«)ع +0 -[ منناط Lly,]+‏ =[ مر + Ly,‏ 
أو g(*)‏ -[ ملا + راطا 


هذا يعني انه مر + ,بر هو حل للمعادلة (×)ع =[ر][ ويبقى أن نثبت أن هذا الحلى 
الصورة : مل[ + yy,‏ = بز 
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ليكن بر أي حل للمعادلة : (×)ع -[ط]ط 
بوضع مبر- برع © إذن :- 


0 > (م)ع Ly; [- g(x)-‏ -[دراط -[ من - Ly‏ -[© ]ا 
أي أن © هو حل عام للمعادلة المتجانسة 0=[ر][ . لكن مبر- برع © وعليه 
y= © + yp‏ 


حيث © هو حل المعادلة المتجانسة 0=[ر][ . 


ثال -20- 
لتكن لدينا المعادلة التفاضلية التالية : 37 = ر "ر 

المعادلة المتجانسة هي 0 = ' ر - "ر 

هذه المعادلة تقبل الحلين المستقلين خطيا التاليين *6, ٠”‏ وبالتالي فالحل المتجائس 
هو * Be‏ + * ع4 = yJ,‏ 

حيث 4 , 8 ثابتان اختياريان وهناك حل خاص للمعادلة غير المتجانسة هو “ع . 
وعلى ذلك يكون الحل العام للمعادلة المتجانسة المعطاة هو : 





y(x)= y, + yp = de, Be * +e?” 


ملاهحظات : 

1-إذا كانت (×) ر ر حلاً خاصا للمعادلة غير المتجانسة(ء) ر۸ =[ر] وكانت 
(*) ر ر حلا خاصا للمعادلة الخطية غير المتجانسة(×) ر۸ =[ر]1 فان 
(×) رمل +(×) ,مير تكون حلا خاصا للمعادلة الخطية غير المتجانسة 


Ly]= 5, )(+ R, (x) 
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وعموفاً إذا كائت (+*) مر حلا خاصاً للمعادلة التفاضلية (*),8 =[ر]ا فانه 
(×) ,مر 2 تكون حلاً خاصاً للمعادلة التفاضلية R(x)‏ 2 <-[نن]ط : 
إثبات ذلك يسير وينتج من التعويض مباشرة حيث :- 
P(x) pı + q(*)ypı = R(x)‏ + د >[ Llp,‏ 
q(x), R(x)‏ + وم نز( )م + Ly, |= Jp‏ 

وبجمع المعادلتين نجد :- 

Oa + yr, ( + بام‎ + yr, ) +4 Vas, )= Rı + وك‎ 
Ll, + y,, |= أي إن )*( يم +( ,م‎ 


وتفيد هذه الخاصية كثيرا في أيجاد حل خاص للمعادلة (×)۸ =[ر][ حيث يمكن 
تقسيم الدالة (+) ۸ إلى عدة أجزاء جمعية ثم أيجاد الحل الخاص المقابل لكل جزء شم 
بالجمع تحصل على الحل الخاص المطلوب . 

2- قد يوجد اكثر من حل خاص مر للمعادلة الخطية المتجانسة(×)۸ =[ر] 1 
ولكن الفرق بين هذه الحلول يكون عادة جزاء من أحد الحلول للمعادنة المتجانسة 
0 =[ ر] بحيث أن الحل العام للمعادلة(×) 8 =[ ]ى » باستخدام أحد الحلول 
الخاصة » يمكن الحصول على صورته العامة . 
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ثال -21- | 
لتبيان أن اختيار الحل الخاص م2 لمعادلة تفاضلية خطية غير متجانسة لا يهم كثيرا . 
بين إن × 6©05- ع ملإ, ئه - 6= ربز هما حلان خاصان للمعادلة 
الخطية غير المتجانسة × 2085 = بر - ”رر وإذا كان الحلان المستقلان للمعادلة 
المتجانسة 0= بر- "مر هما "ع , © فاكتب الحل العام للمعادلة غير المتجائسة 
مرة باستخدام الحل الخاص مر ومرة باستخدام ,ربز . بين انه يمكن تحويل أحد 
هذين الحلين العامين للآخر . 


الحل : 
بالتعويض المباشر نرى أن *008- - ولإ و ×008- 6= ور هماحلان 
خاصان للمعادلة 20056 = ر- "يز 


Jp yg = (-cosx) -(-c0s×(= 26005 = الطرف الأيمن‎ 


د 


JA “Ye, = (e - c08) - (e - c08 (= 2605 = الطرف الأيسر‎ 

Jp, =e” -COSX , *005ع-- ملا‎  نذإ‎ 

هما حلان خاصان 

إذا كان الحلان المستقلان للمعادلة المتجانسة 0= ر-"ر هما 


J=e” , إلا‎ =e” 
الحل العام الأول للمعادلة غير المتجانسة هو مبز+ رر8 + ,درك = مر‎ 


دوم - de” + Be”‏ ع بر 
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الحل العام الثاني للمعادلة غير المتجانسة هو :- مير + ر ر8 + , ره = بر 
y = Ae * + Be -* + 6 * - cos x)= (4 + B)e* + Be -* - cos x‏ 
وبوضع 8 +4 = '4 نجد :- 
y= A'e* + Be * —-cosx‏ 
وهو نفس الحل العام الأول حيث ۸ , 8 , /4 ثوابت اختيارية . 
مشال_-22- 
جد الحل العام للمعادلة : 


x +sinx‏ + 1 ع بر4 + "بر 


الحل :- 
أولا : نأخذ المعادلة المتجانسة 0 - بر4 + “بر 


وبالتعويض عن ”ء = بر نحصل على المعادلة المميزة 0 -4 + m”‏ 
ويكون الحل المتجانس من الشكل : 


Jy = 4 005 2x + Bsin 2x 
: ثانياً : للبحث عن الحل الخاص للمعادلة نركب الحلول الخاصة للمعادلات‎ 


4y = sinx‏ + "لر »× = بوك + yJ"‏ , 1= بر4 + "ر 
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: 5 1. E 
خاضة لحجهدة‎ Û a E ويمكن بسهولة التحقق من أن 0 ر‎ 
-: المعادلات على التوالي . إذن الحل العام للمعادلة المعطاة هي‎ 


x‏ ل ا توا هزر 8 + x‏ 005 4 ع بر 
3 4 4 
-8-v i‏ طريقة المعاملات غير المعينة:  Method of undetermined coefficients‏ 


سندرس في هذه الفقرة إحدى الطرق المختلفة للحصول على الحلول الخاصة 
للمعادلات التفاضلية الخطية غير المتجانسة ذوات المعاملات الثابتة فسي ضوء ما 
رأيناه في الفقرات السابقة من تعاريف ونظريات . وتعطي المعادلة التفاضلية الخطية 
غير المتجانسة من المرتبة الثانية والتي معاملاتها ثوابت على الصورة :- 


(×)ع = بن + + ر a‏ 


حيث 0 * ۾ ,ط ,© ثوابت حقيقية اختيارية والحد المتجانس (×)ع هو دالة عامة في × 
قد تكون دالة آسية **© أو كثير حدود [ي©+....+ “م أو دالة جيبيه 
.(cos © , sin fx)‏ 
ونعلم من النظرية -7- أن الحل العام (×)بر للمعادلة التفاضلية الخطية غير 
المتجانسة (×)ع =[ر][ يتكون من مجموع حلين : 

1 - الحل العام التجائس أو المتمم (2)بر للمعادلة الخطية المتجانسة 0=[ر]1 

2- أي حل خاص (:) ,نر للمعادلة الخطية غير المتجانسة (8)2 =[ر] 


أي أن : (:) مي + () ربز y(*)=‏ 


1/3 


ودرسنا في الفقرات السابقة طرق حل المعادلات التفاضلية الخطية المتجائسة ذات 
المعاملات الثابتة ويكون هذا الحل المتجائس (*) ,ر . 

ويبقى أن ندرس في هذه الفقرة والتي تليها طرق الحصول على الحل الخاص 
(*) مر وتتراوح الطرق المتبعة للحصول على الحل الخاص بين كونها طرقا 
تخمينية إلى كونها طرقا قائمة على أساس نظري قوي . وتنبني مصداقية أي طريقة 
على مقدرتها الحصول على أي حل خاص يحقق المعادلة . 


L]= g(x) 
وقد يختلف حلان خاصان لنفس المعادلة باختلاف التقنية المتبعة في الحل بلكن الفرق‎ 
. بينهما هو نفس النوع الذي ذكرناه في المثال قبل السابق‎ 
وتتلخص طريقة المعاملات غير المعنية في فرض حل خاص(×) ر بصرف النظر‎ 
عن ثوابت ضربية كحل تجريبي ( 50111105 115121) ويعتمد شكل هذا الحل الخساص‎ 
على شكل الدالة (×)ع وتكون هذه الثوابت الضربية المعاملات غير المعينة والتي يتم‎ 
تعينها بالتعويض من الحل المفترض (×) مر ومشتقاته في المعادلة غير المتجانسة‎ 
. المعطاة (20) ثم مساواة معاملات الحدود المتشابهة على طرفي المتطابقة الناتجة‎ 
وتمتاز هذه الطريقة بيسرها وبساطتها مقارنة بالطرق العامة الأخرى التي سنناقشئها‎ 
فيما بعد لكن عيبها هو محدوديتها على المعادلات التفاضلية الخطية ذات المعاملات‎ 
. الثابتة ومع أنماط محدودة للدالة (*)ج‎ 
. قبل البدء في مناقشة الطريقة العامة لنأخذ الأمثلة البسيطة التالية لتوضيح الطريقة‎ 


مثال -23 = 
جد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية : ×4 = بره - 'بر3- "ر 
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الحل :- 
لإيجاد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية () 2+«4 - ر4- 'ر3- "ر 


رونا ا خا في الور (ii)‏ #برك = مدر 
حيث 4 ثابت ضربي يراد تعينه بالتعويض من (11) في (1) 
24-6Ax - 44x? =4x? (iî)‏ 
وحتى تتحقق هذه المتطابقة لجميع قيم × يجب أن تتساوى معاملات قوى × المختلفة 
على الطرفين للمعادلة أي أن  -:‏ 44-4 - , 64=0- ,24-0 
ولا يمكن أن يحقق الثابت الاختياري 4 هذه المتطابقات الثالثة في آن واحد . وعليه 
فانه غير ممكن إيجاد حل خاص للمعادلة(:) من الشكل  )(‏ ”×4 = مير . لكن 
حينما نرى الحد الغير المتجانس ”×4 في المعادلة () على الشكل كثير حدود 
م +عرم + 4x?‏ فانه وأضح أن نفرض أن الحل الخاص من الصورة . 
(iv)‏ © جه + (x)= Ax?‏ مير 
حيث 4 ,8 ٥,‏ ثوابت اختيارية يراد تعينهما بالتعويض من (1۷) في () 
Bx + C)= 4»?‏ + 2ل )4 -(8 + :ا 3)2 - 24 
بمساواة معاملات قوى × المتشابهة على الطرفين نحصل على :+ - 
0= 24-38-40 
-6A4-4B = 0‏ 


- 4A4 = 4 
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مما يعنى أن 1--4 , 8-3 , 16- - © وعليه يكون الحل الخاص هو :- 


13 ْ 
13 - يرق + += -() مر 


8 
مثال -24- 
جد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية )( × S0‏ ع بز2 - "ر + "بز 
الحسل : 


لإيجاد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية() نجرب حلا خاصاً على الصورة : 
Jp = Asin x (i)‏ 
ونعوض من (() في(2) لنجد أن : 
ARE IESE DAIRE (iii)‏ 


وبمساواة معاملات ×ماء ,×ومء على الطرفين نجد أن 0 - لم , 34=2- 
وواضح أن لا معني لذلك . أي أن (17) لا تصلح حلا خاصا للمعادلة المعطاة (¡ ) . 
نعدل هذا الحل التجريبي في ضوء الطرف الأيسر للمتطابقة (111) ليصبح على 
الصورة :- 


Asin x + Bcos x (iv)‏ > (2) مدر 
بالتعويض من (۷) في (1) نجد أن : 
x + Bcos x) = 2sin x‏ صو 2)4 Bsin x)-‏ - عر ومه 4 ) (Asin x + Bcosx)+‏ - 
بمساواة معاملي بصو , *«5مه علي الطرفين نجد أن :- 


-34-B=2 ,-3B+4=0 
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أي أن 6--4 , B=‏ 


lr. 
Jp = > [3sin x + cos x] -: ويكون الحل الخاص هو‎ 


مثال _-_25- : 
جد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية : () تير = بواج "ر 
الحل : 


لإيجاد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية (:) نجرب حلا خاصا على الصورة : 
Axe“ (ii)‏ - () مر 


نعوض من () في () لنجد إن  )1(‏ “× = *ي[2 + ×4 + 42x?‏ 
وبمساواة معامل الحدود المتشابهة على الطرفين نجد أن : 


,2A =0‏ 44-0 1ع 4ه 


لا معني لذلك وبالتالي لا تصلح () حلا خاصا . نعدل فرضيا في ضوء الطرف 
الأيسر للمتطابقة () ليصبح : 
CF" (iv)‏ + بره + (4x?‏ = مدر 
بالتعويض من (20) في () نجد أن : 
xe“‏ = *-و|(20 + 2B)x + (24 + 2B‏ +44( + :ا 2 
بمساواة معاملات قوة × المختلفة على الطرفين نجد أن : 


24-1 , 4A + 28 =0 ,24+2B+2C =0 
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ا تا =4 , B=-1‏ , ده وعلية يكون الخل الحامن هي 
(x =+ |e‏ -() مر 


ولطبيعة الحال لن نستمر على هذا المنوال سنورد الآن أهم القواعد التي تساعدنا على 


القاعدة الأساسية : 

إذا لم يكن هناك اية حدود مشتركة بصرف النظر عن أية ثوابت ضربية بين (×)ع 
والحل المتجانس (×) ,ر للمعادلة 0 -[/زإ فان الحل الخاص للمعادلة التفاضلية غير 
المتجانس (×)ع =[ر] يفرض على الصورة : 


(x) = Ar (x)+ Ar (+ 0 + A", (x)‏ مل 


حيث فئة الحلول [(ء) ,م هي الحدود المختلفة المكونة للدالة(×)ع (بصرف النظر عن 
أي ثوابت ضربية) علاوة على الحدود الجديدة التي تنتج في المشتقة العليا لهذه الحدود 
مع (إهمال أي ثوابت ضربية تظهر) فئة الثوابت ,4 هي معاملات غير معينة يراد 
لتوضيح لهذه القاعدة نطبقها على الأمثلة السابقة (3-2-1) 

في المعادلة الأولى ×4 -(*)ج والحدود ومشتقاتها العليا هي ×8, 8 وبالتالي 
نفرض الحل الخاص على الصورة +٣‏ ×8 + ×4 = مير حيث امتصت الأعداد 
8, 8 في الثوابت 4,8,0 علي الترتيب . 

في معادلة المثال - 24- × 518 = (×)ع (بإهمال الثابت الضربي) والحدود الجديدة 
التي تظهر في مشتقاتها العليا هي 005 فقط . وبالتالي يكون الحل الخاص على 
الصورة : yp = Acosx + Bsin x‏ 
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بينما في معادلة المثال ‏ -3- xe”‏ - («)ع ومشتقاتها العليا هي : 
#(×2+ ×) و *و[2 + (x? + 4x‏ و *6(6+*6+ (x?‏ وهكذا :- 


وواضح أن الحدود غير الموجودة في (*)ج والتي هرت في المشتقات هي 
*6 , ”× وعلى ذلك يكون الحل الخاص على الصورة :- 


Jp = (4× + Bx+ Ck“ 


ملاحيظط 3 4م 

تفشل طريقة المعاملات غير المعينة إذا ظهر عدد لانهائي من الحدود الجديدة 
في المشتقات العليا للدالة (×)ع 
مثال ذلك إذا كان دهةة =(×)ع فان عددا لانهائي من الحدود الجديدة يظهر في 
المشتقات العليا وبالتالي لا تنطبق طريقة المعاملات غير المعنية في هذه الحالة . 
وبناء! على هذه القاعدة الأساسية نستنبط القواعد الخاصة التالية :- 





1-إذا كان (×),۶ -(*)ج كثير حدود من الدرجة 
8: © ...يي + ”م به + P,(x)= Qox”‏ 


في هذه الحالة تكتب المعادلة التفاضلية على الصورة :- 


Qy" + by' + cy = Qox" +0 ”ير‎ +......+ 0 (0) 
~~: للحصول على الحل الخاص نفرضه على الصورة‎ 
Vp (x)= Ax" + 4-2 + A_1 + رك‎ (ii) 


179 


بالتعويض في المعادلة التفاضلية نحصل على : 


Qjr(n -1)4,x"? + ....+24,, |+ r4, x "7" +...+ 4, ١ 
+ C[4,x" + 4x" + 4,]= "دوو‎ +....+Q, (i) 


بمساواة معاملات مختلفة × على الطرفين نجد : 

C40 = Qo 

CA, + nbA o = Q, 
CA, + رب اط‎ + 2Q4, = © 


n 


إذا كان 0 © فان حل المعادلة الأولى هو 0,/0 = ,4 شم بالتعويض في 
المعادلة التالية نجد ,4 ,ر4 ,...., ,4 بالترتيب . 
إذا كان 0= ٤‏ ولكن 0 ± 8 فيكون كثير الحدود في الطرف الأيسر من الدرجة 
(2-1) ولا يمكن أن تتحقق المعادلة (4) وحتى يكون 'رط + “بره كثير حدود من 
الدرجة 7 يجب اختيار (×) مير على شكل كثير حدود من الدرجة 7+1 . 
أذن نفرض أن : 

(x)= x(4,e” + i + 4)‏ مث 


حيث لا يوجد حد ثابت في عبارة (×) مر لأنه ليس من الضروري إدخال هذا الحد 
الثابت عندما يكون 0 = © فأي ثابت هو حل للمعادلة التفاضلية المتجانسة . 


0 4 A يكن ضرق‎ AEE Ce O as 


b(n +1)‏ 
وإذا كان 0م و 0-0 نفرض الحل الخاص من الكل 
( ,4 +....+ "درك ) x‏ = مل 


A4 


n2 





180 


الحد (×) ,© يحدث الحد من الدرجة ١‏ ويمكن إن نسير وفق ما سبق ونلاحظ ان 
الحد الثابت والحد الخطى قد أهملا في عبارة مر . في هذه الحالة يظهر الحدين في 
الحل المتجانس . 


2- إذا كان (x)‏ 0 -(«اع كثير حدود في دالة أسية 
٠ ]4 ×” + 4, |:‏ =(×)ر في هذه الحالة تكون المعادلة التفاضلية من الصورة :- 


by' + Cy = e“*P,(x) (0)‏ + ”بز 

نفرض الحل الخاص من الشكل : () U‏ - (ع) مر 

إذن [(«)نا <« جزم" ن]] (x)= e“‏ مير 
و y (e) = e*"(U"()+ 2 oc U" (+ oe” U()]|‏ 


بالتعويض عن «ز,“'بز,”ير في المعادلة (5) وباختصار الحد ”۴ نجد :- 
(x) (ii)‏ لدت (x)‏ 6+ عه م + Qu"(:)+ (2Q oc +b u'(x)+ (Q2‏ 


ولتعيين الحل الخاص لهذه المعادلة (/) فهي نفس المسالة التي ناقشناها في الفقرة 
السابقة . ا 

إذ أكان 0ع 6+ > 8+ 2» © فان الحل يكون من الشكل ,4 + "×4 -(#)ن] 
ويكون الحل الخاص للمعادلة (4) على الصورة :- 


yp (x)= e“ | يك +.... + "بدر‎ [ (iii) 
: من ناحية أخرى إذا كان 0= 0+ > 8+ ”»@, 20 +> 20 فان‎ 


U(x)= x(4,x” +... 4 
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ويكون الحل الخاص للمعادلة():- ( ,4 +......+ ”×و4)× =e“‏ مر 


وفلاحظ أن في حالة 0= 0+ > 8+ ”» © فان *“© هو حل للمعادلة المتجانسة 
إذ كان 0 €+ عه 5+ ©» © و 0= (+ > 20 ففي هذه الحالة *>م , “× 
هما حلان لمعادقة #ستجانسة إذن الصورة الصحيحة للحل(×) ل هي : 


U(x)= x (4, x” + ....+ 4)‏ 
ويكون الحل الخاص للمعادلة (6) من الصورة : ( ,4 +.... + e“*×)4×”‏ = مر 
3- إذا كان : g(x)=e“*P,(x)sin Bx gyi g(x)=e“*P, cos 8x‏ 
هاتان الحالتان متشابهتان . لنأخذ الحالة الأخيرة ×8 «ذو(») مر“ =(×)ع 
ويمكن اختزال هذه الحالة إلى السابقة التي درسناها في الفقرة السابقة حيث : 
(e Lf e] Lp, (ee e*2¥ - 2=]‏ بط =( 
ويمكن اختيار الحل الخاص من الصورة :- 
yp (x)= e “*** [4,x" +... + 4, ]+e™** [Bgx" +... + B, |‏ 
أو الصورة المكافئة :- 
(x)= e“ (4 x" +... + 4" \cos Bx +e“* [B,x” +.....+B, |sin Bx‏ مير 


عادة تكون الصورة الأخيرة هي المفضلة . 
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وإذا كان 18+ » يحقق المعادلة المميزة للمعادلة التفاضلية المتجانسة يمكن بطبيعة 
الحال ضرب كثير الحدود في × لرفع درجته بدرجة واحدة . وإذا كان الد غير 
المتجانس يحقوي على العبارتين +8 ومه “ع , 8 ماوع فانه من الملائم 
مشائعة التبارفين معا لان كل عن تسيب ن العو للل العناضن 
إذا كان × ء0٥2‏ + × مأو -(*)ج فان الحل الخاص يكون من الصورة : 

yp = (4,x + A4, sin x + (B,x + B, Jcosx 


بحيث انه لا يكون cos 2,511 x‏ حلين للمعادلة المتجانسة ونلخص ما سبق في 
الجدول التالي :- 


x (4,x” + 4 44) | 
(4 + ”يدير‎ A ا‎ 
(4 +A +. 4+4 sirB: | 


e‏ اا 





ا ا 


جدول -2- 
مثال -26- 
حل باستخدام طريق المعاملات غير المعينة المعادلة التفاضلية التالية :- 


2X + xe"‏ وزو 5 + *3ع4 - 2x7‏ ع بر - ابو "ر 
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الحل :- 
نبحث أولا الحل المتجانس وهو حل المعادلة المتجانسة 0= بز2 - 'ير- "بز 
ومعادلتها المميزة  :‏ 2-2-0م- 2م 

وجذراها هما: ‏ 2ع ر0 , |= n‏ 

ويكون الحل المتجانس من الشكل : *ع2 + €٤‏ = ,بر 

لإيجاد الحل الخاص نستعمل طريقة المعاملات غير المعينة » قبل ذي بدء . 
نلاحظ أن : Ssin 2x + xe”‏ + *3م4 - g(x)= 2x”‏ 


ولا توجد حدود مشتركة بين (:)2 والحل المتجانس (×) ,بر إلا أن ٠”‏ حد في رر 
يقابل الجذر غير المتكرر 1- = ” بينما 7× حد في (×)ع وعلى ذلك فالحدود 
التي تدخل العمل الخاص نتيجة 22 تنشا عن xe‏ ومشتقاتها وهذه الحدود هي 
*-26ر, × , ٠”‏ ويستبعد الأخير بسبب وجوده في الحل المتجانس . وعلى ذلك 
نفرض 5 خاضا على الصورة؛- 


yp = (4,7 + درك‎ + 4, [+ (4,e [+ (4, cos 2x + 4, sin 2x) 
1 2 
١ x (4¥ ١ 4 0 


ونلاحظ أن جميع أجزاء الحل الخاص المقترح تنتج من القواعد السابقة مباشرة :- 


Jp =24,x + A4, + 3 “3ه رار‎ - 24, Sin 2x + 24 005 6 
+ A,x(- يد‎ + 2)e7 + A(x + 1(6-* 


4A, cos x —4Asin x‏ - “ذم ك9 + ,24 د وبر 
2(7 - )44 + 27 +«4 - 0 بل + 
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وبالتعويض عن من ومشتقاته في المعادلة المعطاة وتجميع الحدود المتشابهة نحمصل 
على : 
+ *ذمر 44 +) ,24 - ,4 - ,24 + ع( رك + ,2(4 - 2ع( ,24 -) 
2x + 0x e7‏ هلو( و4 6 - ;24( + cos 2x‏ ,4 2 + ,64( - 
sin 2x + xe”‏ + "3و4 - 2x?‏ = *-و( يك 3 - ,24( + * 6A4,xe‏ - 


وبمساواة معاملات الحدود المتشابهة على الطرفين نجد أن : 


- 24, =2 (i) 

A, + A4, =0 (ii) 

24 - 4-24, = 0 (iii) 
44, = -4 (iv) 

6A4, +24 =0 (۷) 
24 - 64 = 5 (vi) 
- 64, =1 (vii) 
24, -344 > 0 (viii) 


وحل هذه المعادلات يعطي -- 


وعلى ذلك يكون الحل الخاص هو :- 
اي +2 هذه /3 e + cos2x=‏ يد + =( 1 
9(J‏ 6 4 4 2 8 
ويكون الفل العام فو الكل النتجاشن: زد الحل'الخامطن :+= 
.3 
E‏ ا e” + De” x?‏ 37 ا در 
4 4 2 9 6 
ملاحظة -1- 


حيث أن (×)ج تتكون من أربعة حدود فانه يمكن أيجاد الحل الخاص المقابل لكل حد 
ثم تجمع هذه الحلول الخاصة لتحصل بالطبع على نفس الجواب . 











ملاحظة سے 

تعامل الدوال الزائدية :م6058 , بذطصزء معاملة الدوال المثثية 
+8 8,605 مذو أو تحول إلي دوال آسية . 
وإذا كان (×)ع توفقية خطية من الحالات السابقة 5 (*) مير يكون توفقية خطية 
اخرى من الحالات المقابلة مع تجميع الثوابت حيثما أمكن ذلك . 


971 طريقة تغيبر البار امترات لحل العادلات التفاضلية الخطية : 
Method of Variation of Parameters (Lagrange’s Method)‏ 


تمتاز طريقة لاغرانج لتغيير البارامترات بعموميتها حيث تسري على جمبع أنواع 
المعادلات التفاضلية الخطية غير المتجائسة سواء كانت ذوات معاملات ثابتة أو 
ذوات معاملات متغيرة ( دوال في ×) وبصرف النظر عن نوع الطرف الأيمن (×)ج . 
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بعكس الحال في طريقة المعاملات غير المعينة من الدالة (:)8 لكن يعيب طريقة 
لاغرانج . 
1 - اكثر مشتقة خصوصا في حالة علو رتبة المعادلة التفاضلية . 
2 - اعتمادها علي معرفة الحل المتجانس والذي قد يكون متعذرا في حالة كون 
المعاملات متغيرة . 
- تضمنها تكاملات قد يتعذر الحصول عليها على صورة مغلقة . 


تكتب المعادلة التفاضلية الخطية على الصورة العامة :- 
q(x)» = g(*) (i)‏ + 'بر(ع)م + L[y]= y”‏ 
والجزء المتجانس من المعادلة هو :- 
Lly]=y” + p(x)y'+ q(x)y=0 )#(‏ 
ويتكون الحل المتجانس كما نعلم من حلين مستقلين خطيا [رر, ,ر حيث :- 
ظ )( )7( y,(e)= Cı, (e)+ Cy,‏ 


حيث ,0,60 ثوابت اختيارية . 
وتتلخص طريقة تغيير البارامترات في فرض حل خاص للمعادلة التفاضلية غير 
المتجانسة () علي الصورة() لكن بعد تغيير الثوابت أو البارامترات |[ ,© , 10 
إلى ((*) ر»,(×) ,ا ليكون الحل الخاص للمعادلة التفاضلية الخطية غير المتجانسة 
علي الصورة :- 

()y» (x) (iv)‏ ريه + (ع) (*)y,‏ ريه - (+) مير 
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حيث يبقي علينا أن نعين الدوال الاختيارية  ]7,[‏ ,7 وهذه بحيث يحقق ,نر المعادلة 
غير المتجانسة © . 

ولقعين هذين الدالتين الاختياريتين يلزم فرض شرطين من القيود وأحد هذين الشرطين 
هو بالطبع أن يحقق الحل المفروض(«ا) المعادلة التفاضلية المعطاة() أي 
(*)ج =[ر][ . أما الشرط الثاني فيمكن فرضه بأكثر من طريقة نختارها بحيث 
تسهل الحسابات ونيسر الحل . 

نفاضل (×) ريرفي المعادلة (7)بالنسبة إلى × فنحصل علي :- 


yp 2 uy + UY +} + 2» ۰ )v( 
uy, + سنختار الشرط الأول هو :- (ا) 0= بريه‎ 
-: مع هذا الشرط علي ,1, × تعطي ررر علي الصورة‎ 
Jp = UY UY, UY + واولا‎ (vii) 
-: بالتعويض عن منز,ميز, مير في المعادلة () نحصل علي‎ 
u(y + p(x) + q(*)y,)+ (y+ p(y, + (ينز(ة)ب‎ + uy) + by, = g(x) 


ونلاحظ أن الحدين بين قوسين في العبارة السابقة معدوما لان كل من ررر , ,نر حلين 
للمعادلة التفاضلية المتجانسة (1) فنحصل علي :- 


UY UY) = g(x) (viii) 
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وبكتابة المعادلة (:) ,(411:) نحصل علي نظام من معادلتين :- 
0 > نزوي + UY,‏ 


(«)ع = ووه + uy‏ 


أي أن المشتقات الأولى /ا.؛ه يجب أن تحقق2 من المعادلات المقيدة 
Equations (‏ 81510105 ) ومن هذين المعادلتين نحصل علي المشتقتين 1,1 
وبمكاملة كل مشتقة نحصل علي الدالتين المطلوبتين ,ا, ريه بحل هذا النظام نحصل 


على :- 
y8 , Y8 .‏ -_- , 
1X‏ کل = ر و شلب ع 2ن 
w2) ١ )‏ ا ( wy,»‏ ' 
حيث ررر - ول ,نز > ( ونز, ,)1 والقسمة على (ونز, رس ممكنة لأن 


0 ( رر, ,)س على المجال . بمكاملة هذين المعادلتين (ة) ثم نعوض عنهما في 
المعادلة (1) فنحصل علي الحل العام للمعادلة التفاضلية غير المتجائسة() ونلخص 
إلى النظرية التالية : 

إذا كانت الدوال (×)ع p(x) q(*)‏ دوال مستمرة على مجال مام > × >عه وإذا 
كانت الدالتان ,/ر, ربز حلين مستقلين خطيا للمعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة 
الملحقة للمعادلة التفاضلية التالية : 


(×)ع = ر( × )و + 'ر(×)م + "بر 


189 


إذن فالحل الخاص لهذه المعادلة يعطي بالعلاقة :- 


E ©‏ يي[ لاس 


مثال 27- 
جد الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية :- 


و/ > + > 0 عدعة = ر + "رز 
الحل :- 
المعادلة المتجانسة هي 0= ر+ "ر 
معادلة المميزة 0 =1+ 7:2 وجذراها المترافقان هما :+ =" وبالتالي فالحل 
المتجانس هو:- 


= Acosx+ Bsinx 


ونلاحظ أن المعادلة المعطاة هي معادلة ذات معاملات ثابتة والحل المتجانس معلوم 
ولكن لا يمكن أن نستخدم طريقة المعاملات غير المعينة لان الحد المتجانس ليس من 
الشكل المذكور في القاعدة الأساسية والقواعد الخاصة . لهذا نستخدم طريقة تغير 
البارامترات ونكتب الحل الخاص من الشكل : 


yp = به‎ (x)cos x + u, (x )sin x 


, = [-u, sin x + u, cos x]+ [u cos x + «} sin x] إذن‎ 


وموضع الحد الثاني بين قوس يساوي الصفر وبالمفاضلة مرة اخرى وبالتعويض في 
المعادلة الخطية غير المتجانسة نجد :- 
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u (x)cos x + u} (x )sin x = 0 
- u (x)sin x + u} (x)cos x = sec x 
u/)x()=-ا)ھ‎ ۸× , بحل المعادلتين نجد :- 1-(2)ريه:.‎ 
uٍ(x)=Incosx , iu,(x)= x 
-: إذن الحل الخاص للمعادلة التفاضلية المعطاة هو‎ 
yp = xsin x + (cos x)in|cos × 
-: ويكون الحل العام للمعادلة المعطاة من الشكل‎ 


Acosx + Bsin x + xsin x + cos x In|cos x|‏ = بر 


وهو المطلوب . 


مثال -28- 
حل المعادلة التفاضلية التالية مستخدما طريقة تغير البارمترات لا يجاد الحل الخاص: 
ع م 
:د - 1ح بز سس ار كير 
×-1 × -1 


الحل :- 


1 
المعادلة المطلوب حلها هي :- e EY‏ 


: 1__ى,ى. م 
المعادلة المتجانسة هي :- E E‏ 
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وهذه معادلة معاملاتها ليست ثوابت . بالبحث والتفتيش نجد أن أحد حلولها 
هو × = ,بر والحل الأخر هو *6- ,بر وعلى ذلك : 


A, + 86*‏ = ,در 


نفرض الحل الخاص للمعادلة المعطاة على الصورة :- *(×)رu‏ + ×(×) ,نه > مير 
حيث ,ا, را تحققان المعادلتين التاليتين :- 


ux +ue” =0‏ 
بد 1ع u tuje”‏ 
بحل هاتين المعادلتين في ,را نحصل على :- 
u=] , u, =xe‏ 
وعليه بالتكامل :- u =x , u = (x +1) e”‏ 
وبالتعويض في المعادلة ,رر يكون الحل الخاص :- 1+×+ ”×= مير 
ويكون الحل العام للمعادلة غير المتجانسة هو :- 


Ax + Be” + x? + 1‏ = ور + ريز - (عد)بر 
Ax + Be” +x? +1‏ = 
حيث 4+1 = 4 


وهو المطلوب . 
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1- باستخدام التعويض “بر (9)«2 , "بر-(+)'9 جد حل المعادلات التفاضلية 
التالية :- 
2x 120 , x<0‏ + "ر x?‏ 
0= ر + "ر 
2y , ¥<0‏ = ('ر) + "ر 2x?‏ 
0= ر + "رر 
0= ر+ "ر 
0= رر + "ر 
1 -تحقق أن ×, "× والتوافقية الخطية ×8 + ×4 حيث 4 ,8 ثابتان اختياريان 
هم حلول للمعادلة التفاضلية التالية :- 
0<× 0=(ر2- "ر x?‏ 
111 - تحقق أن 1,× هما حلان للمعادلة التفاضلية :- 


x >0‏ 0= تبرج "رر 
ولكن التو افقية الخطية ×8 + 4 ليست حلا للمعادلة لماذا ؟ 
17 - إذا كان Ly] = ay” + by' + cy‏ حيث a,b,c, IR‏ 


: أحسب‎ 
L(x] Lsin x] : 1| |: م‎ 
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۷ - احسب رونسكيان الدوال الآتية :- 


wle™ ,e™): m+n 


w(sinh x, cosh x) 


wx, xe” ) 


1 - باستعمال طريقة تخفيض المرتبة جد الحل الشاني للمعسادلات التفاضلية 
التاليسسسة:- 

=e‏ ر , 20نز12- 'نبر4- ”ر 
1= ر , 0= 2+ "ر x‏ 


x> 0y, =×»‏ , 0=( 2+ »)+ 'ر(2 + x)»‏ - "ر x‏ 
1- جد الحل العام للمعادلات التفاضلية التالية :- 


-3y =0‏ “و2 + ”ر 
0ح برس 'بر4 + "ر4 
0 - ر - 'بر- "يز6 
0 ع برج ير3- ”ر2 
2y =0‏ + انو2 - "ر 
0= ر6 + 'ر2- "ر 
0ح برق - انر + "ر 
0= 2+ ابر2 + "ر 
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11- استعمال طريقة المعاملات غير المعينة , جد الل الخاص للمعسادلات 
التفاضلية التالية :- 


×2 = ر2 - 'ر + "بر 

387 = بر6 - 'بر4 - "ر2 
37+ × = بر4 + "بر 

2y' = 3 + sin 2×‏ + ”ر 
+p = xe” +4‏ ا'نزر2 - "ر 
cosh 2×‏ = ر2 - ار - "ر 
sin ×(‏ +1)× = ر + "ر 
2-7 


sin 3x‏ + عدج 34 ع 'بر3 + "ر 
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الفصل الثامن 


تطبيقات متنوعة على المعادلات التفاضلية من المرتية 
آلا اة 
Miscellaneous Applications‏ 


الفصل الثاصن 
تطبيقات متنوعة على المعادلات التفاضلية من المرتبة الثانية 
Miscellaneous Applications‏ 
كما ذكرنا سابقا تدخل. المعادلات التفاضلية في شتى مناحي العلوم الهندسية 


والفيزيائية . ولقد أعطينا عدة تطبيقات في الفصل السادس على المعادلات من المرتبة 
الأولى و الآن إلى مزيد من التطبيقات علي المعادلات التفاضلية ذات المرتبة الثانية . 


1-1 تطبيقات هندسية : Geometrical Applications‏ 
المثال الأول :- 


جد معادلة المنحنى الذي يمر بنقطة الأصل والذي مماسه عندها هو محور × 
والذي يتناسب معدل تغير ميل مماسه عند أي نقطة مع جذر الإحداثي الراسي ل هذه 


النقطة . 
الحل :- 
d2 dy 107‏ 
ميل المماس عند النقطة (ز,:) هو س . ومعدل تغير ميل المماس هو 0 
وعلى ذلك يكون : ` 
2 
0 


حيث نع ثابت تناسب . وهذه معادلة تفاضلية من المرتبة الثانية تخلو صراحة من 
المتغير × . 
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إذن بوضع : 9 = “بر وبالتالي کور وتتحول المعادلة إلى :- 
4 + رگ = و د برل = وفق د رہ - كلكو 
y‏ 


وحيث أن محور × يمس المنحنى عند نقطة الأصل إذن : 


4a 
ا =3 ج450 ج‎ 


عند (0.0) لدينا 0-2-0 


إنن #أبره = رھ + ب لرا 2 


وحيث أن المنحني يمر بنقطة الأصل أذن 0= ,4 وعليه يكون المنحنى المطلوب 
4 2م ْ 
2 × (د)- 
هو 00 0 


جد معادلة المنحنى الذي نصف قطر انحنائه عند أي نقطة عليه يساوي 
1 - طول العمودي وفي اتجاهه عند هذه النقطة 
2- طول العمودي وعكس اتجاهه عند هذه النقطة . 
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الحسل ؛:- 





شكل -1- 
نعلم أن نصف قطر الانحناء ۸ المنحنى (×) ر = بر عند نقطة (بر,ئد) عليه يعطي 


بالعلاقة :- 
ر + ) دع 
دا 0 


وكما يعطي طول العمودي N‏ من عند نفس النقطة إلى محور ×بالعلاقة : 
ارا( ر + ) - 


وكما يتضح طول من الشكل السابق يكون لنصف قطر الانحناء نفس اتباه العمسودي 
إذا اختلفت إشارتا بر,”بر بينما يتضاد اتجاها نصف قطر الانحناء رالعميودي إذا 
تطابقت إشارتا بز,"ير 

1 - لكي يكون N‏ = ۸ فان إشارة بر يجب أن تختلف عن إشارة ”بر وبالتالي :- 


1=0+ ”'ر+ ”رر د 2(۶ “تر 1)بر : مع 
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ويمكن كتابة هذه المعادلة التفاضلية على الصورة :- 
4 = × + رر جت 0 - 1+( )ےگ 
dx‏ 
وهذه معادلة تفاضلية من المرتبة الأولى يمكن حلها بفصل المتغيرات ومنه :- 


ydy = (4, - عاو(‎ 


1 1 
4 + د - 4(>-= 


وهذه طائفة من الدوائر ذات بارامترين مركزها (4,.0) وأنصاف أقطارها يكما, 

حيث 4 ,ر4 ثابتان اختياريان . 

ملاحظات :- 

- المعادلة 0 -1+ ”ر + "ررر هي معادلة تامة لأنه يمكن الحصول عليها بمفاضلة 
المعادلة ,4 ع ×+ 'رر . 

- المعادلة 0 = 1+ ر + "رر خالية صراحة من المتغير المستقل × وبالتالي يمكن 
تجرية طا ادل التفريكن: 8 د ر وبالقالي 957 = “بر حيث يمكن كتابة 
المعادلة 0 = 1+ ”ر + “بير على الشكل :- 


a EOS O, 948 _ 
بر‎ 3+1 





dy 1‏ 1 
د 4 =+ = تج A,‏ ما =1+ Iny+—ln(9?‏ 
2 2 ر dx‏ 2 ) 1ج 0 
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وبفصل المتغيرات : 


*(4 -) = 2بر- رم جد چ = E E‏ 
ر رھ 


حيث 4 A4,‏ ثابتان اختياريان . 
2- لكي يكون 17- = ۸ يجب أن نتطابق إشارتا بر,”در وعليه :- 


1-0 ر - #برير جد ۶( ر + ار = ۶( ر + 
ر 
وهذه معادلة تفاضلية خالية من × صراحة وبالتالي يمكن استخدام التعويض 8 = ابر 
ومن ثم و واد = ”بر وعليه تصير المعادلة إلي :- 


0 -1- و ور 
ركه 


بفصل المتغيرات والمكاملة :- 


4 عا جه =( تو + وہ ےک 
Jy 2‏ 89 +1 
أو 1- ?ر42 + - دو جد رھ = 2ق + | 


بفصل المتغيرات والمكاملة : تع SE‏ 
22 
د AY‏ 


cosh" (A4y)= +x + إذن رك‎ 
1 


A,y = cosh(k 4x + 4 جد ( يك‎ y= 1ه ل‎ 4x + يك بك‎ ( 
١ 
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بوضمع ولا -4 ,يرك B=‏ نحصل على :- 


xX 
= Acosh £—+ B 
4 [ 


وهذه طائفة من السلاسل ( 081658[1265) ذات بارامترين 8,4 


2-1 تطبيقسات فيزيائيسة :د 
المثال الثالث :- 


جسم يتحرك على خط مستقيم بحيث عجلته تساوي ثلاثة أمثال سرعته . ف إذا كان 
بعده عند لحظة البداية عن نقطة الأصل مثر واحد وكانت سرعته الابتدائية 1.57/5 
فأوجد الزمن الذي يصبح عنده على بعد 1077 من نقطة الأصل . 


الحسل :- 
ليكن بعد الجسم عن نقطة الأصل عند اللحظة + هو × وبالتالي تكون سرعته هسي 
2 
0 عوفه كك ا اللحظة :- 
dt dt‏ 
عفر کے 
dt? di‏ 


وهذه معادلة تفاضلية من المرتبة الثانية فيها المتغير التابع × والمتغير المسستقل1 


١ dx 9‏ 
ع ثم ست لت تؤول هذه المعادلة إلى :هس 
ومن م اع - نزول هدم إلى 


و دو نور #كيد ووو كه 
89 44 
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وحيث انه عند 0 -+ كانت 1.57/5 - 92 إذن :- 
1.567 - ف جت 1.5 - ,4 > “تن كر - 1.5 
ولكسن 
dx 3 3 1 3‏ 
ول + 0-6 dx =1.5e‏ جد ا 


وحيث انه عند 0 > + كانت +17 ع مد أنن و 


5= رك ج رك + - 1 
إذن )2-1 = 3 ج [1+ x=)”‏ 


الزمن الذي يصبح عنده الجسم على بعد 7 هو : 
0.9815 = £ ج (2«10-1)ه1 = +3 


أي أن الجسم يكون على بعد 10من نقطة الأصل بعد حوالي الثانية . 


المثال الراد ۾ :- 

علقت سلسلة طولها 12 على بكرة بحيث يتدلى منها 47# من ناحية و87 من 
الناحية الأخرى . جد الزمن اللازم لانزلاق السلسلة ؟ 

1 - بإهمال الاحتكاك بين السلسلة والبكرة . 


2- إذا كان الاحتكاك بين السلسلة والبكرة يساوي ع 1 


الل :د 
8+x‏ 1 


شكل -2- 

لتكن كتلة المتر الواحد من السلسلة هي (/ ع)” تبدأ السلسلة في الانزلاق على 
البكرة بفعل فارق الطول على جانبي البكرة كما هو مبين في الشكل -2- لتكن 
المسافة التي انزلقتها السلسلة بعد زمن + هي × وبالتالي يكون الجزء الأقصر عند 
هذه اللحظة (×-4) والجزء الأطول (×+8) وفارق طول هذين الجزئيسن 


وهو (×2 + 4) يؤثر بقوة ع”(×2 + 4) علي السلسلة إلى اسفل حيث ع هي عجلة 
الجاذبية الأرضية . 


1 - بإهمال الاحتكاك وبتطبيق قانون نيوتن للحركة نحصل على :- 
جني 0 
5 , 2 - 27 د )س2( = 2g‏ +4( 


وهذه معادلة تفاضلية خطية غير متجانسة من المرتبة الثانية ذات معاملات ثابتة . 
الحل المتجانس هو :- 


ct 6 [+ 7 sinh 5 )‏ ,4 > (6) ب 
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بينما الحل الخاص يمكن الحصول عليه باستخدام طريقة المعاملات غير المعينة وذلك 


x= A, 


بالتعويض في المعادلة نجد 2- = ,4 إذن يكون الحل الكامل من الشكل :- 


2- 1 5-06 4 + | أنه ,4 x(t)=‏ 
و )ن 4 3 1 أشن 1 = 0 


وحيث أن عند اللحظة 0 -+ كانت 0= ,0= £ 


o= A - 2 ج-‎ 4 =2 


0= 4 ج‎ 4 =0 
()= e 1 


وعندما يتم انزلاق السلسلة تكون 4 = × » ويتحدد الزمن اللازم للانزلاق من :- 


4- اع جد 1 - كم مهأ‎ 0 cosh7 3 = 1.379sec 
۱ 8 


وعلى ذلك يكون : 
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2- بأخذ قوة الاحتكاك وهي (je)‏ في الحساب تصبح معادلة الحركة على 


الصورة > 
dx dx g 7‏ 1 
سدع x‏ د )س12( = 2x)mg - mg‏ +4( 
والحل بنفس الطريقة يعطي :- 


)سه 


والزمن اللازم للانزلاق هو :- 1.454 )1+ |e‏ 0 
8 


المثال_الخامس :- 
لهما نفس المركز نصف قطريهما ,7 , 7< ر٣‏ يحويان داخلها شحنه كهربية 
بالعلاقة :- 
dV 2417 _‏ 
ست لإ سسس 
dr rd 7‏ 


حيث ١‏ بعد النقطة عن المركز المشترك للسطحين . جد الجهد الكهربي عند أي نقطة 
إذا كان جهد السطح الداخلي 7 وجهد السطح الخارجي ,7 
الحل :- 

dV 2 dV 


EERE =0 
dr r dr 


هذه معادلة تفاضلية تخلو صراحة من المتغير التابع ۷ . 
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d4 057 dV 
. بوضع دحك ومن ثم = س نحصل على‎ 


dr dr 
a ESRB 
dr Fr ا‎ r 


به + ناس به لك - ہہ د ےک ےی 
dr r r 8‏ 








بتطبيق الشروط الحدية :- 
4 ¬ 4~ 
بك جلدم ر۷ , ولد را 
2 4 
“FF‏ 
بحل هذين المعادلتين نجد أن :- N)‏ ون 
2-1 


RANA 


4 


وبالتعويض في معادلة الجهد نحصل علي الجهد عند أي نقطة ,م > > ۶ على 
الصورة : 
ورم nr x7), + (r‏ 


۳(7 -5( 


(r) = 


عندما يتحرك جسم مشحون كتلته (7)88 وشحنته (0010108355) ۾ تحت تسایر 
مجال كهربي ( 506165/ اه 8)۷ ومجال مغناطيسي ( 16516 ) 8 فانه يعاني قوة 
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تسمى بقوة لورنتز (10706 1,01©1]2) وتعطي بالعلاقة :- 


e‏ ج چ 


مع F = g E+‏ 
حيث 7 هي سرعة الجسم عند أي لحظة + وعلامة (6) تشير إلى إن الضرب 
هو ضرب أتجاهي (Vector Product)‏ . 
جد المسار الذي يسلكه هذا الجسم إذا بدأ حركته من السكون عند نقطة الأصل في 
مجالين منتظمين لا يتغيران مع الزمن إحداهما وهو المجال الكهربي مواز لمحور بر 
والآخر هو المجال المغناطيسي مواز لمحور 2 . 


للملاءعمة نضع 08/78 - ا a=ulw=mElqB’ ,u=E/B  ,‏ 
الحسل :- 


ليكن BSR ٠‏ عدر 





شكل 3~ 
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= BV, i-BV, j 


ونا كايا Oo‏ 
لج اكير هوه 


F باهو جز ود‎ i-qBV, j =qBY, i+q(E-87,)j  ننإ‎ 


أي أن القوة المؤثرة على الجسم المشحون تقع في المستوي ر× . وبالتالي فالحركة 
محصورة في هذه المستوي لان الجسم يبدأ حركته من السكون فرضا . بتطبيق قلنون 
نيوتن للحركة في الاتجاهين .بر نحصل على :- 

















7 dv 
i == BV, , m2 د‎ )8- 87 
dt dt 
dv, 8 dr, _BE_B 
dt m 7 ' di mB m ° 7 
dV dV 
5 ع‎ w7 1} يوريو 2 و‎ 7 2 


نحل المعادلتين الآنيتين في ,7 ,7 بمفاضلة الثانية بالنسبة للزمن والتعويض عسن 
dv‏ 
-- من الأولى نحصل على :- 





dt 
2 
4 
ر‎ 2 _ 
مرج ني‎ =0 
ربكا‎ =A cos wt + A, sin wt -: وهذه معادلة متجائسة حلها هو‎ 
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وحيث أن عند 0-+ يكون 0= ,7 إذن 0= ,4 


dv 
A, =U يكون ١1ح إذن‎ ٤ =0 ومن المعادلة الثانية عند‎ 


إذن )6 sinwt‏ نا ع لآ 





بالتعويض في المعادلة الأولى نجد أن : . 5181704 :اللا = 46 
إذن A,‏ + ]نلا 008 4ه - V,‏ 

حيث إن عند 0= يكون 0= ,7 فإن 0ع وھ 

إذن )4( =ufl-coswt)‏ را 


بمكاملة (3), (4) نحصل على ×رر :- 
cos wt + 4,‏ == لكر دبز 
إذن 5-0 + ,4 ج0- ؛ , 0 y=‏ 
إذن )5( y=Q(1-coswr)‏ 
X= jdt = ut“ sin wt + 4,‏ 


إذن : 0= يك + 0ع x=0 afl‏ 


x = Q(wt -sinwt) (6) 
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وتعطي المعادلتان (6(.)5) والمعادلات البارامترية للمسار : 
x = Q(wt - sin wr)‏ 
Q1 - cos wr)‏ = بر 
وهاتان المعادلتان هما المعادلتان البارامتريتان للمنحنى الدويري ( 6101© ) 
وهو مسار نقطة على محيط دائرة نصف قطرها © تتدحرج دون انزلاق بسرعة 
زاوية س على محور × كما هو مبين في الشكل التالي :> ١‏ . 


ر 
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شكل -4- 
المثال السايع :- 


جسم متحرك كتلته 7# ينجذب صوب نقطة ثابتة 0 بقوة تتناسب عكسيا ومربسع 
بعده عنها . 
اثبت إن الجسم يتحرك على مسار مخروطي ( 2815 00810 ) بؤرته النقطة الثابتة ٠‏ 
للسهولة استخدام الإحداثيات القطبية . 
الحل :- 


8 ۰ ابر ف 
ل س 
السرعة العجلة 


شكل -5- 
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Kk 
0 يد صوب النقطة الثابتة‎ 





لتكن القوة المؤثرة على الجسم عند أي موضع هي 
حيث ۸ ثابت . 


بتطبيق قانون نيوتن في الاتجاه النصف قطري والمتعامد نحصل على :- 


2 dO |__ km nr i, 20 
dt رك‎ |] FF ° d? dt dt 








dr (dê k^ d3 dr 9 1 
ا‎ 1 e 
dt? {4) ر‎ a di di de (i) 
-: من () نري أن‎ 
4 227 7 289 ا 9 کک کا‎ dg 4 (ii) 
aê ai dr 2dl di i TT ا‎ 
-: بالتعويض في المعادلة () نحصل على‎ 
dr A4 k : 
له‎ 


ولتخلص من م في المقام نستخدم التعويض ده ثم نحذف + بين (20(,)21) 


dr _dr 46 dr de 93 کج(‎ 2) de 


dt 46 dt derS dt d9 


dt de dt der3 dt 


2 2 
E 
dt? dt dj 83 ' زوج‎ di 
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بالتعويض في (0:) نحصل على العلاقة التفاضلية بين 3,6 على الصورة :- 





2 
0 مب 


d9 A42 


وهذه معادلة تفاضلية خطية من المرتبة الثانية ذات معاملات ثابتة حلها المتجانس 
(,ى + 9)وم» يكل -(9)ر» 


حيث ر4 ,رك ثابتان اختياريان والحل الخاص هو 4 / e, =k‏ 
ويكون الحل الكامل هو :- 
2 
ج +) I,‏ + 9)ومه ,4 e(9)=‏ 
1 


1 
O E NE ا‎ 
A4, cos(9 + 9, )+ k / 47 7 


بوضع ”4/۸ - ,4241/44 = ”ى نأخذ معادلة المسار (ا) الصورة : 
/ 
r0)‏ 


)3 + 9)ومءم +1 


وهذه هي المعادلة القطبية لمخروطي بؤرته النقطة الثابتة 0. 
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المثال الثامن :- 

ناقش بالتفصيل الحركة المستوية لزنبرك (50518) ثابت مرونته / أحد طرفيه 
مثبت والطرف الأخر مربوط به جسم كتلته [ع)] * . والجسم حر الحركة في 
مستوي أفقي تحت تأثير مقاومة تتناسب مع سرعته . 
ما هو الشبيه الكهربائي لهذه المنظومة . 
الحل :- 37 


1ع 
و 


سس سيد 


موضع الاتزان (1) موضع خارج الاتزان (ب 


شكل -6- 
يبين الشكل (أ) وضع الاتزان للجملة المتحركة المتكونة من النابض والكتلة 7#. نعتبر 
الحركة في اتجاه محور × حيث وضع الاتزان هو ونقطة الأصل . 
أزح الجسم ” بعيدا عن وضع الاتزان وتركت الجملة حرة الحركة بعد ذلك . يبيسن 
الشكل (ب) الوضع اللحظي عندما يتحرك الجسم في الاتجاه الموجب لمحور × مسافة 
× من وضع الاتزان 0 › حيث يؤثر عليه في اتجاه معاكس لحركته : 
قوة النابض × التي تتناسب مع الاستطالة ×+ حيث ۸ ثابت مرونته . 
لوة مقاومتة ع5 به تتناسب وسرعة الجسم کے حيث co‏ وهي مقاومة التخميد 
1 

للحركة . وعلى ذلك تكون معادلة الحركة هي :- 

0 dx 


0 دم + oc‏ جام 
dt dt‏ 
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وإذا اعتبرنا ۸#,» ثوابت لا تعتمد على × أو + تكون معادلة الحركة معادلة تفاضلية 
من المرتبة الثانية ذات معاملات ثابتة وهي في حالة الحركة الحرة معادلة متجانسة. 
المعادلة المميزة :- 

0= ع +دى عه + ms?‏ 


حيث استخدمنا الرمز × بدلا من ,م لان الأخيرة تمثل الكتلة هنا . وجذرا المعادلة 


المميزة هما :- 
2 
5 حا ا 
ف 2m 2m‏ ا 
k 5‏ 
وللملاءمة نضع :- ۷ - 4 0 = ا , A=c/2m‏ 


وعلى ذلك يكون الجذران هما 


8 -- د رى,8 + م - = S$,‏ 


2 
وتتوقف طبيعة الحل على الطبيعة المميز : +7/م/- ع ]- تمده 
أولاً : | ز موحب :- 


A= B? ><) E 
2m m 
ويتحقق ذلك في حالة كون مقاومة الحركة كبيرة . وفي هذه الحالة يكون للمعادلة‎ 
المميزة جذران حقيقيان مختلفان سالبان 8+ م- - ,ى و 8-م- - رى حيث‎ 
-: <»ه وعلى ذلك‎ 8 
تمي وم حبر‎ | 
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ويبين الشكل التالي سلوك × في حالة وجود مقاومة كبيرة للحركة والتي تعرف بحاله 
التخميد الزائد ( (over Damping‏ 


عند 1=0 : )+4 = رياح ير 
عندما ص جم فان 0ج-ير 


أي أن الجسم يمكن إن يمر بوضع اتزانه مرة واحدة قبل إن يستقر عنده 
ثانيا :- المميز منعدم :- 


2 
A= B? )د‎ | rT 
2m m 


في هذه الحالة يكون للمعادلة المميزة جذران حقيقيان سالبان ومتساويان ( جذر 
مزدوج ) 
8 / عه S=-A4=-‏ 
ويكون : 
(At+C)‏ 74ج - بر 
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وواضح أيضا من هذه المعادلة الأخيرة انه إذا بدأ الجسم في التحرك من عند مسافة 
اختيارية ٤‏ = ,× فانه سيقرب مع مرور الزمن من موضع اتزانه 0 = × . والشكل 
العام للحركة مشابه لحالة التخميد الزائد وتعرف هذه الحالة بحالة التخميد الحرج 
Damping (‏ 0111621 ) حيث تكفي المقاومة ,»*-» لمنع تذبذب الحركة . 
وتعرف قيمة المقاومة .» بالمقاومة الحرجة ( Critical Resistance‏ ( ا 
ملحوظية :- 

قد يعبر الجسم موضع اتزانه لمرة واحدة فقط عند زمن =-4/٣‏ ۲ إذا سمحت 
ظروف المسالة باختلاف 0,4 في الإشارة . 


شكل - 8 - 


2 
A= B? =) ES rT 
2m m 


وتتحقق هذه الحالة إذا ما قلست مقاومة الحركة إلى ما دون قيمتها الحرجة 
ويكون للمعادلة المميزة جذران مركبان مترافقان جزءاهما الحقيقيان :-تساويان 
وسالبان وللملاءمة نضع - 
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إ 
W-7‏ = [ب و9 )- | - © ث +ع 8 جح :0-- 82 


وبالثالي يكون جذر المعادلة المميزة هما 160+ - > وى 
ويكون الحل :- 
Ae” cos(Qt + 4,(‏ = بر 


حيث 4 ,ر# ثابتان اختياريان يتحددان من طرف بدء الحركة . وواضح أن الحركة 
هنا حركة تذبذبية ( 1406102 050111260197 ) ترددها الزاوي © والذي يسمى 
بالتردد الطبيعي ( Natural Damped Frequency‏ ) . لكن سعة ( (Amptitude‏ 
هذه الحركة التذبذبية يتضاءل باستمرار مع مرور الزمن طبقا للعلاقة “م4 . 
وى الات الموجعحفه 2 ابت اتن او مال اتب كه 
Damping Constant (‏ ( 





شكل -9- 
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بين الشكل المقابل هذه الحركة التذبذبية حيث تبدأ بقيمة اختيارية ,©4605 = ر× 
وتنتهي بالصفر حالما الجسم في موضع الاتزان عند © -/ . 

ولكن في طريقه للاستقرار يمر بموضع الاتزان مرات عديدة بين كل مرور واخر 
يتضاءل بعد الجسم عند موضع اتزانه . وتعرف الحالة التذبذبية بحالة التخميد الناقص 
Under Damping (‏ ( 


4 للاحظ 4:- 
من المعادلة السابقة نحصل على : - 
Ade * cos(Qt + 9, )‏ -( رن + sin(@‏ 40-3( - = — 


2 0 | cos(Qt + 0 + 9 0201 + Po ) = Ae cos(Qf + ) 


2 
p, ~tan 1m -—‏ = وو A'= AN? +Q? =wA4 and‏ 
أي إن سرعة الجسم هي أيضا كمية تذبذبية مخمدة لها نفس التردد الزاوي 2¿ › 
وئفس ثابت التخميد ۸ . ويلاحظ أن القيم العظمى المتتالية في نفس الاتجاه للبعد × 
2r a NS 5‏ 

تتباعد على فترات زمنية متساوية طول كل فترة 5 ,7 وهو الزمن الدوري 
time (‏ ءنله1مء2 ) للحركة التذبذبية . 

ويجب التأكد على أن منحنى × ليس منحنى جيبيا خالصا بسبب وجود العامل الآمسي 
٠‏ . فمثلا الفترة الزمنية بين قيمة عظمى وقيمة صفرية تليها مباشرة لا تساوي 
نصف دورة بالضبط . ولقياس معدل تناقص القيم العظمى نعرف : 
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Numerical Decrement N.D - التناقص الصددي‎ * 


هو الفرق بين قيمتين عظمييتن (موجبتين) متتاليتين مقسوماً على القيمة 
العظمى الأكبر أي أن :- 
N.D = >> 1‏ 
عد 


حيث ١‏ دليل سفلي نعد به القيم العظمي (الموجبة) 
* التناقص اللوفرتعي : Logarithmic Decrement L.D‏ 


هو لوغرتم النسبة بين قيمة عظمى ( موجبة ) والقيمة العظمى الموجبة التسي 
تليها مباشرة 
3 





2/9 ع =Ine™" = AT,‏ قت ور[ - رلررة 


ا 
هذا يعنى أن القيم العظمى الموجبة ,×,ر×,ر× تكون متوالية هندسية أساسها 47م 
ابعاً : المميز تخبلي خالص :- 
,= ,0 ج 0 - 1 ج 0 دوج 0 - (82)4 
وهذه هي الحالة التي تنعدم فيها مقاومة الحركة وبالتالي تصبح الحركة حركة تذبذبية 
غير مخمدة ( 18401102 05611126013 Un damped‏ ) بتردد زاوي » يعرف 


بالتردد الطبيعي غير المخمد وسعة الحركة ثابتة 4 تعتمد على ظروف بدء الحركة 


x = Acos(wof + 0o ) 
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١ TI f 
/ ١ 


ن 
فك ا 
شكل -10- 
الشبيه الكهربائي للجملة الميكائيكية :- Electrical Analog‏ 
الشبيه الكهربائي للجملة الميكانيكية المبينة في الشكل (أ) والشكل (ب) هو الدائرة 
الكهربائي المبينة في الشكل التالي والمكونة من ملف [::27//]نة على التوالي مع 
سعة [ 0|760 ومقاومة كهربائية [8|07 . فإذا افترضنا أننا حفزنا هذه الدائرة 
بوضع شحنة ابتدائية م© على المكثف © فان هذه الشحنة تأخذ في التسرب عبر 
الدائرة من اللوح الموجب إلى اللوح السالب للمكثف وينشأ على ذلك تيار كهربائي؛ 
بتطبيق قانون كيرشوف للجهد حول الدائرة نحصل على :- 
di „ 1¢.‏ 
E [iat =0‏ 
وبالمفاضلة مرة أخرى نجد : 
0 9 سل + ا 
شكل - 11 - 
وهذه هي المعادلة التفاضلية للتيار الكهربائي وهي شبيه بالمعادلة التفاضلية للجملة 
الميكائيكية » ويلاحظ أن الملف 1 شبيه الكتلة 7 » والمقاومة الكهربائية ‏ ۸ شبيه 
المقاومة الميكانيكية » » والسعة الكهربائية © شبيه مقلوب ثابت مرونته النسايض ر 
وحل المعادلة التفاضلية السابقة شبيه بحل المعادلة التفاضلية الميكانيكية في حالتها 
الأربع التي فصلناها فيما سبق . 
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المثال_التاسع :- 

نابض ثابت مرونته //3927- ۸ مثبت من نهايته العليا » ومعلق في نهايته السفلي 

جسم كتلته 8 فإذا كانت مقاومة الحركة هي ,///16 وعجلته الجاذبية هي 
77 

9.817; 

- إذا سحب الجسم مساحة 567 اسفل موضع اتزانه ثم أطلق للتحرك من السكون 
فاثبت أن الجسم يتحرك حركة تذبذبية . جد معادلة الحركة والزمسن الدوري 
والتناقص اللوغرتمي لها . ۰ 

2- كما في (1) ولكن إذا أعطى الطرف الأعلسى للنابض الحركة التوافقية 
74 0.208 رز في اتجاه النابض . 


حركة توافقية 


الطول 27 E‏ الطول 

الطبيعي الطبيعي 

للنابض 1 للنابض 

3 ا‎ 5 eC xX 
78 
)ا( (ب)‎ 
-12- شكل‎ 
: الحل‎ 
: عندما تعلق الكتلة م84 في النابض فانه في حالة الاتزان يستطيل .سافة × حيث‎ - 1 
8x 9.8 





مح = عر جد kx = mg‏ 
392 
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ليكن موضع الجسم هو × من نهاية الطول الطبيعي للنابض حيث الاتجاه الموجب 
مقاساً لاسفل كما في الشكل (أ) وعلى ذلك تكون معادلة الحركة هي :- 


n = make 
2 بروه + 226 + 2 جو - تلات‎ 8 
27 246 المعادلة المتجانسة هي :- روه‎ 
77 +2” +49=0  -: المعادلة المميزة هي‎ 
1 = -1+ 4/3 جذراها هما:-‎ 


ويكون الحل المتجانس كالتالي : 
x, = 467 cos(4.3: + 0)‏ 
حيث 4 ,رم ثابتان اختياريان . 
والحل الخاص هو : 0.2 = ,× 
ويكون الحل الكامل هو : 
x(t) = 4e” cos(4/ 3: + 9, )+ 0.2‏ 


sin (4.3 + Po [+ cos (43: + 0o |‏ 43 رد - ات 


بدأ الجسم التحرك من السكون عند مسافة 0.257 = × + 0.05 = م 
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إذن 2 + ن© 4605 = 0.25 


0 = 4/3 sin QP, + و و©05‎ 
رو‎ = 2.998rad 171.787“ and A = -0.05m أي أن‎ 
x = -0.0567 إذن 2 +( 2.998 + /4./3)ومن‎ 


وهذه حركة تذبذبية مخمدة » ترددها الطبيعمي المخمد ء/4344 = 42 وثابت 


تخميدها 1= ۸ وزمنها الدوري و9 = = 14 والتناقص اللوغرتمي لها 


هو 0.9 = ,47 . وبالتالي فالنسبة بين سعتين موجبتين متتاليت ان للحركة هي 
4 = ”ع وحيث ان أول سعة هي :0.057 أذن فثاني سعة موجبة للذبذبة هي 
0.02 . 

ونلاحظ من عبارة () أن الإزاحة تتكون من مركبتين : المركبة الأولى هي حركة 

تذبذبية مخمدة تتضاءل ثم تتلاشى بمرور الزمن وتسمى هذه المركبة بالمركبة العابرة 

(Transient camponent (‏ أو المركبة الطبيعية . وهي تسد املا غليئ 
خصائص الجملة المتحركة وعلى أحوال البداية ولا تعتمد على القوة الحافزة إلا 
لحفزها أو أبدأها فقط . والمركبة الثانية هي 0.2 وهي تعتمد على القوة الحافزة ومن 
طبيعتها » حيث القوة الحافزة هنا هي الوزن 84 المعلق في النابض وتسمى هذه 
المركبة بالمركبة أو بالمركبة المستقرة (02684م0023© 'إ54630) لأنها هي التي تدوم 
بدوام القوة الحافزة أو بالمركبة القسرية (Forced Component)‏ لأنها تفرض قسراً 
على الجملة بفعل القوة الحافزة . 


224 


2- عندما يتحرك الطرف الأعلى للنابض حركة توافقية بسيطة 0.20087 = بر 
فان معادلة الحركة تصبح :- 


d dx , dk‏ 1و0 
gx = 9,8 7‏ 2-4 ل تيت ود —- k(x‏ دوب = nm‏ 
k(x y)- dt dt dt 8 3‏ ع dı‏ :5 


والمعادلة المتجانسة هي نفسها كما في الجزء () وعليه :- 
)- 
Xx, = de cos(4. |3 + 9, )‏ 
أما الحل الخاص يمكن الحصول عليه باستخدام طريقة المعاملات غير المعينة :- 


xp = 0.2 + 07 ذه‎ 
١ -: ويكون الحل الكامل هو‎ 
x(t) = Ae” cos(43t + رم‎ )+ 0.2 + 0.7sin 


FETE (43 sin (4.3 + Po (+ cos(4.3t + Po + 4.9 cos Tt‏ ت 


x= 0.05+ y= 0.45 and 2-0 نكون‎ ٤ = 0 وحيث عند‎ 


0.45 = ك4‎ 605 Pp, +0.2 : إذن‎ 
0= - 443 Sin Po + cos 9, |+ 4.9 و‎ 


ومن هاتين المعادلتين نجد أن : 0.716 = 4 ,44ء 1.214= رم 
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: وعليه يكون‎ 
x = 0.7166-' cos(4¥3 +1.214[+ 0.7 sin 71 +0.2 


والحد الأول يتخامد مع مرور الزمن ويتلاشى وهو يكون المركبة العابرة للحركة 
بينما الحد التوسط والحد الأخير يكونان المركبة المستقرة للحركة حيث الحد الأخير 
يمثل إزاحة ثابتة نتيجة الوزن ٠‏ بينما الحد الأوسط يمثل إزاحة مترددة بنفس تردد 
الحركة التوافقية المفروضة قسرا على الطرف الأعلى للنابض . 


3 تطبيقات كهربائية :۔ Electrical Applications‏ 
المثال العاشر :- 


في الدائرة الكهربائية المبينة في الشكل التالي » ظل المفتاح مفتوحا لمدة طويلة ثم قفلى 
فجأة عند 0 -+ . جد معادلة التيار كدالة زمنية . ما هو اقل زمن يكون عنده التيار 
قيمة عظمى وما هي هذه القيمة العظمى ؟ أعط المقاومة للقيم التالية : 

أولاً : 20/202 -م ثانياً : 200 - ۸ ثالثاً : 120= ۸ رابعاً : 0 - م 


L=10 mH 
C=100 uF 


شكل-13- 
الحل :- 
نفرض أن التيار عند أي لحظة : بعد قفل المفتاح هو ¡ . بتطبيق قانون كيرشوف 
للجهد حول مسار الدائرة نجد :- 
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+Ri+ fidt = E‏ درا 

di Rdi i 
di Ta IC” 
حيث أن المفتاح ظل مفتوحا لمدة طويلة فتكون الدائرة في حالة استقرار قبل قفل‎ 
المفتاح مباشرة ويظل كذلك لحظيا بعد قفل المفتاح بسبب وجود الملف £ الذي يمنع‎ 
التغير المفاجئ في التيار . ولتحقق ذلك يقوم الملف 1 بتحمل كل القوة الدافعة‎ 
الكهربائية £ لحظيا بعد قفل المفتاح . لكن بعد ذلك يأخذ التيار في النمو وتبدأ القوة‎ 
وفي النهاية حيث‎ . ١,۸ الدافعة الكهربائية في التوزع على عناصر الدائرة الأخرى‎ 
قد شحن وينعدم التيار وتظهر كل‎ ٤ تصل الدائرة إلى حالة الاستقرار يكون المكثف‎ 
القوة الدافعة الكهربائية  بين طرفي المكثف . وما بين قيمته الصفرية الأولى‎ 
. وقيمته الصفرية النهائية قد يكون التيار تذبذبيا او غير تذبذبي حسب قيمة المقاومة‎ 

di E 


والشروط الابتدائية هي عند 0 =£ فان : i=0, O‏ 


بمفاضلة الطرفين والقسمة على 1 نحصل على : 0 


1 
المعادلة المميزة للمعادلة التفاضلية السابقة هي : ا 1 m?‏ 


ذل )ده E)‏ ف 
VIL) IC ° 2L) IC‏ ع7 2 
أولا :- 20/20 = R‏ 


^ 2x10 and 10° ج‎ 4 =10° <0 
2L LC 
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أي أن المميز موجب وهذه هي حالة التخميد الزائد ويكون الجذران حقيقين متمايزين 
وبالتالي يكون التيار :- 
Bsinh 10°]‏ +ع 02 1طومه إر] “لي ب i(0)‏ 


وحسب الشروط الابتدائية نجد أن :- 8-5 , ۸4=0 

وعليه يكون التيار :- 1038طصذة 1/2-ج5 > ()1 

واضح أن التيار ينمو بدء من الصفر حتى يصل لقيمته العظمى وبعدها يناقص تدريجا 
إلى الصفر . ونلاحظ أن :- 


= +5 x10 [cosh غ102‎ - 2 sinh 10°] 
= 0 => f, =107 tanh" ا‎ 0.88x107s. 
dt 2 


وتكون قيمة التيار العظمى المقابلة هي :- 1.4374 = ,2 10ط مذو مم i, = 5e"‏ 


ثانياً :- 200= ۸ 


0= ج 6 دو 
2L IC.‏ 


أي أن المميز منعدم وهذه هي حالة التخميد الحرج ) (Critical Damping‏ 
ويكون الجذران متساويين 10- = ر" = ,۳ 
وبالتالي يكون التيار هو :- 

i =e" (4+ 8( 


وحسب الشروط الابتدائية نجد أن 0= 8, 5×10 = 4 وبالتالي :- 


i))= 5 x 101e" 
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وواضح من هذه المعادلة أن التيار يصل قيمته العظمى عندما 0= 1-10 
أي عند اللحظة 10374- ,م والقيمة العظمى المقابلة هي :- 


183944 = “وز 5107103 د i,‏ 
ثالثاً :- R=120‏ 
x10 > 0‏ 0.64- = ۸ ج “ے1 , 0.6x10‏ = 
2L LC‏ 
أي أن المميز سالب وهذه حالة التخميد الناقص ( (under Damping‏ 
ويكون الجذران مركبين ومترافقين 
6000 = رم 


وبالتالي يكون التيار :- 
sin 800+[‏ 8 +ع800 i()=e ®" [4cos‏ 


وحسب الشروط الابتدائية نجد أن :- 8=625 , 4-0 
i(1) = 6.25e 509 sin 07 4‏ 


وهذا تيار تذبذبي مخمدة تردده الطبيعي المخمد 5/ 80074 = 2) وزمنه الدوري 
07 - ,7 وثابت تخميده 600 = ۸ . وأول قيمة عظمى له تحدث عند ا 


حيث أن ت 
Be" [800 cos 800: - 600 sin 8001[‏ = 2 
=1.159x10 7s‏ ,51 0=„ ا 


dt 
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والقيمة العظمى المقابلة هي :- 
i, = 6,256 500 sin(800,, ) = 2.4944‏ 


ولأخذ فكرة عن سرعة تناقص التيار نحسب التناقص اللوغرتمي 
L.D = AT, = 4.714‏ 
مما يعنى أن ثاني قيمة عظمى (موجبة ) للتيار هي :- 


556 = 41o i(1) = 0.02244 


رابعا = 0= R‏ 
في هذه الحالة يكون المميز تخيليا صرفا ويكون الجذران تخيلين مترافقين 
107 = ر ويكون التيار هو :- 

i() = Acos10°1 + Bsin10°t 


وحسب الشروط الابتدائية نجد أن :- 
8-5 , 4=0 
وعليه 1104ء5 i)(=‏ 
وهذا تيار تذبذبي غير مخمد تردده 10774/5-<22 وزمنه الدوري ”6.28 = ,7 
وسعته 54 ثابتة غير متناقصة و أول قيمة عظمى تحدث بعد ربع ذبذبة أي عند 


575 - ىأ . 


المثال الحادي عشر : - 
في دائرة التوالي ۸72٣‏ المبينة في الشكل التالي القوة الدافعة المسلطة تعطي 
بالعلاقة e))= Ecos w‏ . اكتب الصورة العامة للمركبة العابرة للتيار المار في 
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الدائرة . جد المركبة المستقرة للتيار . ما هو التيار الكلي ؟ وكيف تتحدد ثواببت 
المركبة العابرة ؟ ناقش الحالة التي يكون فيها تردد القوة الدافعة الكهربائية الممسلطة 
مساويا للتردد الطبيعي غير المخمد للدائرة معتبرا حالتين الأولى الدائرة لها مقاومة 
والثانية الدائرة خالية من المقاومة . 


R LL. € 


شكل -14- 
الحل :- 
المعادلة التفاضلية للتيار المار في الدائرة هي :- 


Ri+ كي‎ 1 fiar = ect 
dt c 


بالمفضلة والقسمة على ما نحصل على :- 


di Rdi i wE .‏ 
a a Sm SWE‏ 
dt’ Ldt LC L‏ 
1- المركبة العابرة للتيار هي التيار الذي لا يعتمد على نوع القوة الحافزة بل يعتمد 
على ثوابت الدائرة فقط ۸,1,٥‏ أي أنها هي الحل المتجانس للمعادلة التفاضلية 
السابقة أي :- 
di Rdi i‏ 


ست يه د لخديل 
dt' Ldt lc‏ 
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وهذه معادلة تفاضلية من الرتبة الثانية معادلتها المميزة لها جذران هما 
[62 + - = 7 حيث : 


1 2و‎ = 1 (£ = 7 E 


2L 
-: وسنفرض أن ”4 < 0< وعلى ذلك يكون التيار العابر هو‎ 


i,()= Ade” cos(wat + 0o) 
. حيث 4 ,رص ثابتان اختياريان‎ 


2~ المركبة المستقرة للتيار هي التيار الذي يدوم مع انقضاء الزمن › وهو التيار الذي 
تدفعه القوة الدافعة الكهربائية قسرا على المرور في الدائرة » والمركبة المستقرة هي 
الحل الخاص للمعادلة التفاضلية الأصلية » ويمكن الحصبول عليه باس تخدام طريقة 
المعاملات غير المعينة وعليه :- 


ip(t)= A4, cos wt + A, sin wt 


بالتعويض في المعادلة التفاضلية نحصل :- 
RE (wL -1/ we)E‏ 
ا 4 5 E E‏ 4 
مسمس )تم مسجم 
we we‏ 
بوضع : + ”هما = 0 9 Z=NR +x , a‏ 
we R‏ 
يصبح الحل الخاص من الشكل :- 


1 ()= > cos(wt -4( 
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ونلاحظ أن المركبة المستقرة للتيار توافقية أيضا وترددها الزاوي « هو نفس تردد 
القوة الدافعة الكهربائية المسلطة على الدائرة » لكن سعة القوة الدافعة الكهربائتية ‏ 
وسعة التيار هي E,‏ حيث 2 نعرف بمعاوقة الدائرة ( Impedance‏ ). 

ويتخلف التيار في الطور عن القوة الدافعة الكهربائية بزاوية 6 التي تسمى زاوية 
الطور ) Phase Angle‏ (. 

وواضح أن المعاوقة هي 7 النسبة بين سعتي الجهد المسلط والتيار الناتج لذا فهي 
تقاس بوحدات المقاومة الكهربائية وهي الاوم (0:2) كما تسمى الكمية 


علو إن = × بمفاعلة الدائرة ( 16361826 ) وهي تقاس أيضاً بالاوم . وعادة 
فيا 


تعرف المعاوقة المركبة (6082©6م192 <00823516)) كما يلي :- 
i tan‏ 

2 - 822/ء - يخ + م‎ + xe 
-: والتيار الكلي هو مجموع المركبة العابرة والمركبة والمستقرة‎ 


i, (+i, )6(‏ -(م): 


= Ae” cos(@r + 0, )+ 2 cos(wt -0( 


== 


ومرة أخرى نلاحظ أن المركبة العابرة تذبذبية مخمدة ترددها © ومصيرها إلى 
الزوال بسبب العامل الآسي ٠“‏ بينما المركبة المستقرة دائمة وسعتها ثابتة وترددها 
يساوي تردد الجهد المسلط . 

3- يتعين الثابتان الاختياريان 0,./4© في عبارة التيار الكلي من الشروط الابتدائية 
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عادة بمعرفة و عن0 = ۲ على سبيل المثال . 

4- نعتبر الحالة التي فيها يكون تردد المسلط © مساويا للتردد الطبيعي غير المخمد 
,س والتي تعرف بحالة الرنين ( Resonance‏ ( 
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وك مروت دن ابوه W = Wo e‏ 


NLC we 


أو 0= X = wl‏ 
الحالة الأولى : ۸۶0 

في هذه الحالة تكون المعاوقة اقل ما يمكن وتساوي ۸ وتنعدم زاوية الور © 
وتكون المركبة المستقرة اكبر يمكن ولها نفس طور القوة الدافعة الكهربائية المسلطة. 
يكون التيار الكلي هو : 


i()= Ae” cos(Qt + ©, + —— COS Wok 


الحالة الثانية : 0 = ۸ 

وفي هذه الحالة ينعدم ثابت التخميد د = 4 ) وتكون 0 = 2) وتصبح المركبة 
العابرة (,©4005004 بتردد زادي ,س وسعة ثابتة لا تتخامد . أما المركبة 
المستقرة فمن أول وهلة يبدو أنها لانهائية لكن في الحقيقة نأخذ في النمو بدءا من 
الصفر لكن دونما حدود لهذا النمو وتقترب من © حيينها » ج + هذا بفرض انعدام 
المقاومة تماماً ( ذلك الفرض الذي يتعذر تحققه تماماً في المسائل العملية ) . نعود 
لحقاب المراكبة المستقرة تحت فرط 0ك ۸ E‏ = ور د ور :- 

2 


_ WE 
E E 


الحل الخاص هو :- Dy OSH‏ =( 
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شكل - 15 - 
وواضح من المعادلة الأخيرة أن المركبة المستقرة وأن كانت تبدأ منعدمة إلى أنها 
ستنمو دون حدود بسبب وجود الحد / في سعتها (أي أنها لم تعد لم تعد مستقرة) 
وحالة الرئين هذه يجب تجنب ظهورها في المنشآت العملية سواء كانت منشنآت 
كهربائية أو ميكانيكية لان ظهور الرنين قد يودي إلى انهيار المنشأة بس بب التزايد 
المستمر في سعة التذبذب . 
المثال_الثاني_عشير_: - 
في الدائرة المبينة فيما يلى جد المعادلة الزمنية للتيار,: المار في الدائرة الابتدائية 
وللتيار ,: المار في الدائرة الثانوبة . ما هو الزمن الذي عنده يصسل تيار الدائرة 
الثانوية إلى قمته العظمي . ما قيمة هذا التيار ؟ 





-: الحل‎ 
M - 
R, سير‎ 2 R, = 200 
4 -1 R, 2-302 
تدع‎ 5 
ب‎ J, R; 1 = 2H 
L, =1H 
M=1H 


شكل 16- دائرة تقارن مغناطيس 
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قبل قفل المفتاح كانت الدائرة في حالة استقرار وكان التياران ,4,,؛ منعدمين وهما 
يبقيان كذلك لحظيا بعد قفل المفتاح نتيجة للحث الموجود في الدائرة . بعد ذلك يسسأخذ 
التيار بالابتدائي ,ن في النمو ونتيجة نموه تتولد قوة دافعة كهربائية نتيجة للحث 
المتبادل ۸4 في الدائرة الثانوية مسببه بدورها تيار ثانيا رن في الدائرة الثانوية . 
في هذه الحالة يوجد مجهولان ,:,,: بتطبيق قانون كيرشوف للجهد على كلتا الدائرتيسن 
الابتدائية والثانوية اخذين الحث المتبادل في الحسبان نحصل على :- 


Rii +L — 21 رع‎ E 0) 
dt 
di, 
Ry +L, ره‎ 2 
20+ 0 7 6) 


وبالتعويض بالقيم العددية المعطاة نحصل على :- 


2 +20 00ب‎ 6) 
dt dt 

di, di, 

2 +301 + = 0 4 

dt 00 0) 


وهاتان معادلتان انياتيان ,:,,: بحذف را بينهما نحصل على :- 


42 


)5( 0 = ١0م n‏ وو نه 
dt, dt‏ 


المعادلة المميزة :- 
m, = 71.62 , Mm, - -8‏ ج 0= 600+ 807 + ام 


ويكون الحل المتجانس ( المركبة العابرة ) هو :- 


5 ml m 
i, = dA,e” + Ae" 
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3000 


الحل الخاص ( المركبة المستقرة ) هو :- 54= e00.‏ = م 
إن (6) 5+ 4e"‏ + "4 =0 
نبحث الشروط الابتدائية عند 0= يكون وشاع 1=0 
وبالتعويض في (2(,)0) نجد أن :- 100= م,| + ا | اسار 
di a‏ 
ا 

مما يعنى انه عندما 0 =۲ يكون :- i =0=ùi‏ 

يك مور رك 

dt dt 


وبتطبيق الشروط الابتدائية هذه على المعادلة (6) نجد أن :- 
A4, 2 0.92 and 4, =-4.08‏ 


يكون التيار ,7 هو :- 
i = 0,9267162 4.082 + 5‏ 


ولإيجاد را نعوض بعبارة |1 في المعادلة (2) فنحصل على :- 
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)6 “ج22 1 + 113.386-7162- 22 100-201 = 2 


إذن بهم + #تفديع 5 1 77152ه1,58 - i‏ 
ومنه 0> 4 جح 0 - ) at‏ 0= 


)8( | 1.5871 = 
diz 50-5‏ : : 
ويكون رة قيمة عظمى إذا انعدم خ- » من (7) نرى أن ذلك يحدث عند زمن ,,/ 


حيث :- 4 ح 1 ج ”م 13,22 2 e”‏ 113.38 


ا 


وبالتعويض في (8) نجد أن قيمة رة العظمى هي 1.054- = ”ر والإشارة السالبة 
تعني أن التيار يمر عكس الاتجاه المفروض في الشكل السابق 


structural Applicotions تطبيقات تركيبة‎ 4 


المثال الثالث عشر :- 
عارضة أفقية طولها / ترتكز ارتكازاً عند طرفيها »› وتحممل حملا 
منتظماً قدرة أ« . جد معادلة المنحنى المرن (منحنى الترخيم) 
)E1stic or Deflection curve)‏ لهذه العارضة إذا علمنا أن العلاقة بين 
الترخم بر وعزم الانحناء 24 (Bending Moment)‏ هي:- 
)00 ل - 2 EI‏ 


2 





حيث £ هي معامل المرونة ( 1185416167 01 74001011005 ) لمادة العارضة . 7 هي 
عزم القصور الذاتي ( عزم العطالة ) (1266112 01 utمMom)‏ لمقطع العارضة 
حول محور التعادل . اتجاه 14 الموجب هو الاتجاه الذي يجعل العارضة تثقعر في 
الاتجاه الموجب لمحور ر . ما هو اكبر ترخم يحدث في العارضة ؟ 
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نفس السؤل إذا أضيف حمل مركز 17 عند منتصف العارضة . 





شكل -17- 


الل 
يبين الشكل ( /) العارضة '00 مع الترخيم الحادث لها نتيجة الحمل المنتظم الذي 
كثافته الطولية (/)« . يوجد رد فعل لاعلى قدرة 1/2 عند كل من الارتكازين 
الحرين . نحسب عزم القوى الخارجية حول النقطة (بر,×)م التي تبعد مسافة × عن 
طرف العارضة 0 المؤثر على جزء العارضة يسار النقطة م 
1 أده 
(جده)(0 5 2 0 = M‏ 


حيث جزء الحمل المنتظم المؤثر يسار م هو (۷)× إلى اسفل ويعمل عند مسافة 





مكافئة (د2) . باستخدام المعادلة (1) : 
2 
او ل ع ا قرخ 
2 2 ي 
وهذه هي المعادلة التفاضلية للترخيم بر . وهي من المرتبة الثانية وحلها مباشرة 


بالمكاملة مرتين : 
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4 ا د و = Ely'‏ 
6 4 
1 وم نا 
Ax + A,‏ + كسس - يرام [ = Ely‏ 
24 12 


ولتعين الثابتين الاختيارين ,4 , ,4 تستخدم الشروط الحدية حيث ينعدم الترخم عند 


0غ« و 2 >< إذن 6 


ومنه = 4 , 0= يكل 
WwW‏ 
تل كير رمه = 
)× 1 ا 4 


وهذه معادلة منحنى الترخيم ( أو منحنى المرونة ) ومن السهل ملاحظة أن اكبر 
ترخيم يحدث عند منتصف العارضة 1/2 = × وقيمته هي :- 


Sw 
384E] 





ymax = -‏ 
و فى حالة وجو حدل مركز #۴ علد مخضت عار هة لشاف للخل الم اي 
هذه الحالة يون رد للففل عند كل من الارتكاز ين الكرين هو )+ (lL‏ كما 


في الشكل (ب) . ويستلزم الأمر أن نفرق بين وضعين للنقطة7 : في نصف 
العارضة الأيسر أو في نصفها الأيمن . 
أ- م تقع في نصف العارضة الأيسر 2 > : > 0 


M - (wL+w)e= wr? 
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Ely" = M = > (WL + We => wx? أذن‎ 


Ely' = (wl + w)x wy + A4 


1 3 1 4 
El = —(wlL +W Wx + دج م‎ A 
ر‎ 12 (w Jx 24 1¥ 2 


لتعين الثابتين الاختياريين 4,4 ونستخدم الشروط الحدية حيث :- 





At x=0, y=0 yg at x=L/2 , ر‎ =0 
4 = (2wL + 2W) ومنه 0= وھ‎ 
در‎ < 2L ×“ LÈ x)+ 2 (4+ - 31x) 0) إذن‎ 


ب- م تقع في نصف العارضة الأيمن (1 > × > 1./2) 
في هذه الحالة يدخل الحمل المركزي 77 عند منتصف العارضة في حساب العزم . 


M = (wl + WL = x)= > w(x) 
حيث حسبنا العزم من القوى المؤثرة على يمين النقطة وهو نفس الجواب الذي نحصل‎ 
. عليه من الفوى المؤثرة على يسار النقطة‎ 


إذن : 


Ely" = (aL +WXL-x)- “0د - )هج‎ 
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,4 + 7(-:1)ه + «(د - )17+ (al‏ == "ررق 
رك + ×4 + ")× - ا +W)(L - x)‏ ا = Ely‏ 
24 12 
ومن الشروط الحدية كون : 0= ر عند 1/2 =× و 0= رر عند 7 = <£ فإن : 
1 1 
A4, = — 2L + WL , A, = -— (2L + 3W)‏ 
mL +3W) 4 48° 0 )‏ 48 3 
وبالتعويض نحصل على : 
-4x? 2‏ 122+ 10-917 + تع فير 2L‏ د 
8 0م ا 4E 2 e‏ 7 


وأكبر ترخيم يحدث عند منتصف العارضة وذلك بوضع 1/2 =× في العبارتين 











Sa 78‏ _ 
mex “ "384EI 48EI‏ 
3 
أي أن الزيادة في الترخيم نتيجة للعمل /7 المركز في المنتصف هو 2 


المد ايع عشر:- 

عارضة أفقية طولها 1 مثبتة عند أحد طرفيها وطرفها الأخر حر. جد معادلة المنحنى 
المرن لهذه العارضة إذا كانت تحمل حملا منتظما 1 / ۷م ويؤثر على مركز 
(/)7 عند طرفها الحر . جد أكبر ترخيم في العارضة . ما هو عزم ازدواج 
التثبيت عند الطرف المثبت ؟ 


242 


الف 





شكل - 18 - 


يبين الشكل السابق العارضة '00 المثبتة عند أحد طرفيها 0 والحرة عند الطضرف 
الآخر '0 . تتزن العارضة تحت تأثير الحمل المركز # عند '0 والحمل المنتظم 
التوزيع (:70)7//7 على امتداد العارضة ؛ ورد فعل (.1:+ 7) » وازدواج تيت 
دم عنده 0 يؤثر به الجدار على العارضة . نأخذ نقطة الأصل عند0 . وتظل 
العارضة أفقية عند 0 بسبب كونها مثبته هناك وينتج عن ذلك أن يكون : 


)0 عند 0=× فان 2 0 دير 
حيث بر هو الترخيم الحادث في العارضة عند النقطة م 


نحسب عزم المنحنى عند النقطة 7 ونعتبر جزء العارضة عن يمين 7 للتخلص من 
الازدواج م المجهول عند 0 . 


243 


M =-W(L - x)- )م‎ - 3 (L- 1 


= -W(L - x)- 2L - ×( 


ويلاحظ أن عزم القوة 7 يعطي عزما سالبا لأنه يميل لجعل العارضة تتقعسر في 
اتجاه محور بر السالب وكذلك الحال بالنسبة للقوة المنتظمة التوزيع (×- [)« بتطبيق 
. المعادلة : 


Ely" = 4‏ 
نحصل على = 


Ely" =-W(L- x)- 2L 5-0 
Ely' = 3w - )د‎ 0 -w) + 4, 


1 1 
Ely = ->W(L¬— x) - 2 (L—*) + Ax + رك‎ 


وباستخدام الشروط الحدية (1) نحصل على : 


تولب +w7?) ,4, wı?‏ تيمر د 4 
24 6 6 
إذن 


( 31 - ) سك +[ ×1 6- ار ہک = ر 
24E] 6EI‏ 


Ww wr! 
(2) 
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لإيجاد عزم ازدواج التثبيت ير عند 0 نحسب عزم القوي عند أي نقطة معلومة البعد 
عن 0 مرة عن يمين هذه النقطة ومرة أخرى عن يسارها وتساوي النتيجتين . عزم 
5 1 
القوي عند 0 محسوبا من يمينها هو | اس( ومحسوبا من يسارها (بم-) 
طبقاً لاتجاه بر المفروض في الشكل السابق وعليه يكون : 
1 

(0/.1) اه + WL‏ د ير 
المثال الخا 2 
ضاغط (]5]78) أفقي خفيف طوله 1 يرتكز ارتكازا مفصلياً حرأ عند طرفية ويؤشر 
طرفية . جد معادلة المنحنى الذي ينبعج فيه الضاغط . ما هي أكبر قيمة لعزم القوى 


الحسل :- 





شكل - 19 - 


يبين الشكل السابق الضاغط المعطى “00 والقوى المؤثرة علية وهي الحمل المركز 
۷ رأسياً لأسفل عند منتصفه » وضغط 27 أفقياً عند كل طرف ؛ ورد فعصل رأسي 
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لأعلى 217 عند كل طرف . ونأخذ نقطة الأصل عند الطرف 0 » ونأخذ الاتجاه 


الموجب لمحور ل عكس الترخيم كما هو مبين في الشكل . بأخذ العزوم حول نقطة 
© على النصف الأيسر للضاغط نجد أن : 


Ely" = (We + 5 0 > X <1/2 (00‏ 
حيث الإشارة السالبة تعنى أنه لقيم بر السالبة » كما هو الحال في حالتنا هذه تكون 


"بر موجبة أي الضاغط مقعرا ناحية الأتجاة الموجب لمحور ر . بالقسمة على 51 


وإعادة الترتيب نجد أن : 


4 مم ” 
E 2‏ ان 
)0 _ 2 


وبإيجاد الحل المتجانس والحل الخاص لهذه المعادلة يكون الحل الكامل : 


Y = 4 05) 6ك‎ 20-2 (3) 
م2‎ 
B= NP! Elrad / 0 بوضع‎ 
1 2 
y = 4005 Û + Csin fe - تصبح 3ح‎ 
4=0  -: ينعدم الترخيم عند 0 = × إذن‎ 
WwW 
= C sin Bx سس‎ ١ 
0 sin Bx 7 ويعون‎ 


وواضح من التماثل في الشكل السابق أن 0 -'/برا عند 1/2=× 
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WwW WwW L 
'=| BC cos مهو -ح ) 05 = سس‎ 8B — إذن‎ 
ر‎ | fx إذن 6 مور ا‎ 


2 ۶ ا 
ويكون :- ع sin Re‏ 5 مه 5 


: 1 2 
وهذه هي معادلة منحنى الترخيم لقيم > > ×> 0 أي ل لنصف الضاغط الأيسر وهي 
تتمائل مع معادلة المنحنى الضاغط الأيمن . 
واكبر ترخيم يحدث عند منتصف الضاغط ر = × وقيمته هي : 


4 


JY mex 7 2BP 


ا 


كما ينتج من الطرف الأيسر للمعادلة (1) أن اكبر قيمة لعزم القوي تحدث عند 
x= 2‏ وقيمته عندها : 


أو tan B—‏ — = 
ويلاحظ من عبارة بر أن الترخيم عند منتصف الضاغط يؤول إلى اللانهاية وفي هذه 
الحالة ينهار الضاغط إذا كان :- 


BH ORE a Sess 
5 2 


وبالتعويض عن 4 نجد أن قوة الضغط المقابلة هي :- 
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ننج )1+ (2n‏ 
يك 


( 10205 215نعاث [051168) والقيمة المهمة عمليا هي التي تقابل 0 > « أي 
١ 50 2‏ 
E‏ وفي الواقع فان الضاغط لا ينتظر حتى يؤول الترخيم إلى اللانهاية 
ثم ينكسر بل إذا تعدى الترخيم حدا معينا فان الضاغط يفقد مرونته شم ينشي كما 
يلاحظ أن معادلة المنحنى المرن تصبح تقريبية بازدياد الترخيم . 
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نارين 


1سعضو من طائفة المنحنيات التي معادلتها التفاضلية : - 
4+ ×2 = بر6 + ' ر5 + "ر 
يمس محور × عند نقطة الأصل . ما هو نصف قطر انحناء المنحنى عند نقطة 
الأصل ؟ وما هي معادلة عضو هذه الطائفة هذا ؟ 


1- جد معادلة طائفة المنحنيات التي لكل عضو فيها يكون نصف قطر الانحنساء 
عند أي نقطة متناسبا وميل المماس عند هذه النقطة ؟ 


1- بندول طوله ٤‏ كتلته عند أحد طرفيه +7 ويدور في مسستوى رأسي حول 
طرفه الآخر 
أ - بإهمال كل القوي عدا قوة الجاذبية , جد الصورة العامة لمعادلة الحركة . 
ب- كما في (أ) لكن باعتبار الإزاحة عن وضع الاتزان إزاحة صغيرة . 
ج- كما في -ب- إذا أطلق البندول سرعة زاوية ©56/ 1704 مبتعدا عن وضع 
الاتزان الراسي من عند إزاحة زاوية 4 من وضع الاتزان وكان طول 
البندول 20c”‏ . 
اعتبر عجلة الجاذبية 1077/5662 = ع . ما هي أقصى إزاحة زاوية للبندول ؟ و مما 


هي أقصى سرعة زاوية له ؟ وأين تحدث ؟ 
۷س عوامة أسطوانية الشكل قطرها نصف متر وضعت في الماء فانغمر اغلبها في 


وضع رأسي . عندما دفعت قليلا للأسفل وتركت للتحرك حرة لوحظ أن الزمسن 
الدوري لذبذبتها هو ثابتان ما هي كتلة الطافية ؟ 
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7 - جسيم يتحرك في المستوى درّر بحيث كان إحداثياه 


(ر,x)‏ عند أي لحظة, 
يحققان المعادلتين التفاضليتين . 
dx‏ رd‏ 





dx dy 71 
ررحت > ا ل‎ 
dt? dt dı? dt 





حيث ه, س ثابتان . جد مسار هذا الجسم إذا بدا الجسيم الحركة من السكون 
عند نقطة الأصل . ما هي للحظات التي يتحرك فيها الجسم : 

أ - موازيا لمحور ر 

ب- موازيا لمحور × 


ج- موازيا للخط المستقيم y=x‏ 


1- دائرة نوال تتكون من محاثة 27 ومقاومته(422)وسعة 50# فإذا كان 


التيار منعدما وشحنة السعة 20 عند 0 - + جد المعادلة الزمنية للتيار وكذلك 
مركبته المستقرة إذا : 


أ - سلطة قوة دافعة كهربية مستمرة 1007 بين طرفي الدائرة 
ب- سلطة قوة دافعة كهربية مترددة 


+4 بين طرفي الدائرة . 
اعد الحل إذا كانت المقاومة 400 


1- المعادلة الآسية في نظرية الكمرات البسيطة هي :- 
2 ؟ 2 
WX‏ = ا 2 


حيث (×)س هو المحمل على وحدة الأطوال » 57 ثابت من ثوابت الكمرة يعرف 
بجسادة الثني ( 21810167 [8ناء<»1" ) , | £ هي معامل المرونة لمادة الكمرة 1 
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هي عزم القصور لمقطع حول محور التعادل ] ,ر هي الترخيم في الكمرة عند نقطة 
×عليها . حل المعادلة إذا كانت 1 ثابتة , ×24 =(×)س 
وأحوال الترخيم هي 0(=0)”ر =(0)ر , (1) "ر - 0 -(8)بز 
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الفصل التاسع 
متسلسلات الحلول للمعادةت الخطية من المرتية الثانية 


Series Solutions of Second order linear 
Equations 


الفصل التاسع 


متسلسلات الحلول للمعادلات الخطية من المرتبة الثانية 





Introduction : مقدمة:‎ 1_1 
Definitions Concepts : : تعاريف ومفاهيم‎ 


في كثير من الحالات يتعذر حل المعادلات التفاضلية من المرتبة الثانية ذات 
المعاملات المتغيرة على صورة مغلقة . وتقدم لنا طريقة الحل على هيأة متسلسلة 
بديلاً قوياً قد لا يكون هناك مناص منه . 

على أن فكرة الحل على هيأة متسلسلة لا تقتصر على المعادلات ذات المعادلات 
المتغيرة بل تشمل بطبيعة الحال المعادلات ذات المعاملات الثاببّة كذلك تشمل 
المعادلات الخطية المتجانسة وغير المتجانسة . 

قبل البدء في برهان وجود الحل وكيفية إيجاده نراجع أهم التعاريف والمفاهيم المتعلقة 
بالمتسلسلات . 


أ دليل المتسلسلة: : Index of a series‏ 
دليل المتسلسلة هو المتغير الذي تجرى عليه عملية الجمع ويظهر في تعبسير 


المتسلسلة كما يظهر أسفل علامة الجمع > . فمثلاً في المتسلسلات التالية : 


n=100 7 +1 o0 (-1 02 
2 (n+! > 2 2n! 2 








253 


م هو الدليل . ويمكن تغيير الدليل 2 إلى " أو K‏ دون أن يؤثر على قيمة المتسلسلة 
ولذا يسمى الدليل 5 بالدليل الدمية (12067 /[101011120) فمثلاً : 











c0 2" yx" 0 2" x” o0 24 “بر‎ 

2 n! 2 mi 2 Kk! 
وسنوضح كيف يمكن تغيير الدليل 5 في الأمثلة المختلفة التالية دون أن يؤثر ذلك‎ 
: على قيمة المتسلسلة‎ 
-1 


o0 


3Q," = Q7 + Qj + "عقر + ...+ “عدي‎ +... 


n=2 


2+2 1+2 2 س 
Q2 + 0“ + Qa Fan. + Qa +...‏ = 


0 مه 
SO 58 Þ2 O‏ 5 


m=o Reg 


فقد غيرنا الدليل 2+ + م حيث أخذنا في عين الاعتبار التخفيض 2 . 
2- 
S = (n +2) +1) 0)» - 7‏ 
n=2‏ 
أنه يمكن كتابة هذه المتسلسلة على شكل متسلسلة للحد العام Q("‏ -×) عوضا عن 
7 - ×) للحصول على ذلك نغير الدليل 5+2 + 2 ونبدأ في الأخذ بعين الاعتبار 
التخفيض 2 كما هو في المثال السابق . 


S = (n+ 40) + 3) »)ري‎ -0(" 


n=0o 
-3 


n+r-l 


7 (n + F).Q, x 


nao 
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أولاً ندخل × تحت الجمع فنحصل على : 


o0 
3 (n + rO,x 


ويمكن أن نكتب هذه المتسلسلة على شكل متسلسلة ذات الحد العام ”× بتغيير الدليل 
(n>n-1)‏ ونبدأ في الأخذ بعين الاغتبار الرفع 1: 


o0 00 
2(n +0 مب 20 = اتير‎ x 
n=o n=l 


ويمكن التحقق من أن الحدود في المتسلسلتين متطابقة تماما . 
4- في المثال التالي نأخذ المعادلة : 


"20 - ,0ر2 


لمساواة معاملات الحدود من نفس قوة × في طرفي المعادلة فإنه من السهل كتابة 
المتسلسلتين بالنسبة للحد العام ”× أي يجب أن نغير الدليل # في المتسلسلة الأولى 


(1+م جد (n‏ : 


0 0," = S0,” 


70 n=o 


نستنتج أن : O,‏ = ,19م من اجل ...0,1,2 = n‏ 


1 
EE‏ 
و ور ,0 
فلن وو ١‏ 
إذن 2 219 29 = ,9 : 19 = O,‏ 
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إذن العلاقة الجديدة تعين جميع المعاملات بدلالة الحد 
1 جميع 0 
o x" 1‏ 3 مه 5 و 
إذن 6 = 7 2 ,0 7 20 = ,20 


وفي كتابة المتسلسلة الأخيرة فقد استعملنا المصطلح العام 1 -!0 
ب متسلسلةالقوى Power series‏ 


متسلسلة القوى حول نقطة ,× = × هي متسلسلة لانهائية في قوى (,*«-*) 
فرج كان سور * 


...+ زر )رن + را -06) C+‏ حت "د - )26 = ))5 


m=O 


حيث ر[ ٥,‏ ثوابت تعرف بمعاملات المتسلسلة ) x= x, g( Coefficients‏ 
نقطة ثابتة تسمى مركز المتسلسلة ( :06516 ) . ونؤكد أن متسلسلة القوى لا تحتوي 
على قوى سالبة أو كسرية للمتغير (,د-*) . وإذا كان مركز المتسلسلة هو نقطة 


الأصل (0 = ,*) فإن المتسلسلة تأخذ الصورة : 


© 
5)×( = PI = Cy درن ل‎ + CX +... 


n=o 


وسنعرض في هذا الباب أن المعاملات ,© والمركز ,× هي كميات حقيقية على وجه 
العموم ٠‏ ويسمى المجموع : 
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N 
)ري‎ 8) x)” رمح‎ +) - x, ( + )وه‎ - ×, + ...+ Cy) =x" 


حيث N‏ عدد صحيح موجب بالمجموع الجزئي ( صنء 0811121 ) لمتسلسلة القوى 
بينما يسمى مجموع الحدود المتبقية 


o0 
N+1 N+2 
R, (x)= )كرح‎ - x)" = برت‎ (¥ ¬ xg) "+p (X= xy) 7 +... 
n=N+| 


بالمتبقي ( 18650818067 ) وواضح أن : 
(x)‏ برك R(X) = S(x)—‏ 
ونلخص فيما يلي دون برهان ء بعض النتائج الهامة المتعلقة بالمتسلسلات اللانهائيية 
وخاصة متسلسلات القوى . 
1- يقال عن متسلسلة القوى: "(,:: - »)ءل = (),5 أنها متقاربة أو تقاربيه 


1-60 


)Convergent (‏ عند النقطة × إذا كانت : 


N 
limS, (%9 = lim Dc, - x, )” 
N40 No n=o 


موج-ودة. 
وواضح أن المتسلسلة متقاربة عند مركزها ,×= × : 


lim Sy (x) 5 lim 6 E Co > S(x,) 
N4 


No 


أي أن النهاية موجودة . 
وإذا لم توجد هذه البهاية تكون المتسلسلة متباعدة أو تباعدية ( 10196178614 ) عند 
النقطة × . 


7 


وقد تكون المتسلسلة متقاربة عند كل قيم »د وقد تكون متقاربة عند بعض قيم x‏ 
ومتباعدة عند القيم الأخرى . 
2- يقال عن مشسلسلة القسوى *(,* -ع)رءرؤ = S(x)‏ أنها متقاربة مطلقا 


)Converges absolutely (‏ عند النقطة x‏ إذا كانت المتسلسلة : 


oo 


2 


كيلا 








6) x," 
. متقاربة و العكس غير صحيح‎ 


اختبار النسبة . إذا كانت من أجل قيمة × ثابتة (5©51 13410) : 


1 
Cn+l (x 2 Xx J)” Ca+l 


2-1 4 - |= 
انالك | 





lim 


n+ 














x, )"‏ - )ره 


وتكون متسلسلة القوى متقاربة مطلقا عند قيمة × إذا كان 4>1 ومتباعدة إذا كان 
4<1 . وإذا كان 4-1 فالاختبار غير حاسم . 
3 6~ 
ما هي قيم × التي تكون من اجلها متسلسلة القوى التالية :- 
'n(x- 2)”‏ )2-1 
nel‏ 


رده 7 


مثقاربة. 


الحل : 
لاختيار التقارب نستخدم اختبار النسبة ( 1651 152110) لدينا : 
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(1 (n + 06 16 2)7 


= |× -2 
ل‎ ED =D) 5 





n+] 
7 








=| - fim 


ووفق القاعدة -3- تكون المتسلسلة متقاربة مطلقا من اجل 2|>1- »| أي عند 
3> ×>1 . ومتباعدة من اجل 2|<1- ×| . وقيم × المرافقة ل 2|=1-»| هي 
]=× و 3=×¥ . 

والمتسلسلة متباعدة عند هاتين القيمتين للمتغير × لان الحد النوني للمتسلسلة لا يؤول 
إلى الصفر عندما مه جم . 


4- إذا كانت متسلسلة القوى "(,د-*) ,2/0 = (×)5 متقاربة عند ,د« فهي 


naa 


متقاربة مطلقا من اجل |ر× - ,×| > | ,× - |٣‏ . وإذا كانت متباعدة عند ,×= × 
فهي متباعدة من اجل |ر× - ,×| < | × - »| . 

5- يعرف نصف قطر التقارب ۸ ( 620521976186166 04 Radius‏ ) بأنه المسافة 
بين المركز ,× وأقرب نقطة منه تكون عندها المتسلسلة متباعدة أي 
"( ,× -*) ,8/0 =(×)5 متقاربة مطلقا من اجل ,۸ > |,ا - *| ومتباعدة مسن 


n= 


| - x, > ۸ اجل‎ 
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فمتسلسلة تتقارب عند X= x‏ فقط يكون نصف قطر تقاربها معدوم ومتسلسلة تتقارب 
عند كل قيم ‏ يكون نصف قطر تقاربها لا نهائي . 





مناز -6- 
أوجد نصف قطر تقارب متسلسلة القوى التالية : 
(x +1)”‏ 3 
n=) n2"‏ 
الحسل : تطبيق اختبار النسبة : 
Carl‏ . 1 × - )ع cC‏ . 
rl | 7/7‏ ۽ راص 0 A+‏ 
lim ry lx -z lim‏ 














وكي تتقارب المتسلسلة يجب أن تكون هذه النسبة دون الواحد الصحيح لجميع قيم ×»› 

















: إذن‎ 
ei إ, - | = 1> د‎ > =R, 
ne Cp n+ 
lim 
: إنن في هذه الحالة‎ 
1 621 ?2م‎ 1 n |x +1 
کا سسس‎ 1 = 
UM gr Darr + lim 2+5 2 








إذن المتسلسلة متقاربة مطلقا من اجل 1|<2+ |x‏ 


3< x <I أي‎ 
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وتتباعد المتسلسلة من اجل 2 < 1+ |x‏ 


إذن نصف قطر التقارب 2= R,‏ 

في النهاية » نتعرض لاخر نقطة وهي مجال التقارب (Convergence Interval)‏ 
عند 3-=× . 

لدينا : 


7 


)ج 8 3+17-)ت 
n2” 2 n‏ 2 


n=l 


وهي متقاربة ولكن ليست متقاربة مطلقا ء إذن المتسلسلة متقاربة عند النقطة 


.1--3 

1 5ه 
عند 1= × المتسلسلة تصبح : حدق 
وهي متباعدة . 
إذن المتسلسلة متقاربة على المجال : 1>+>3- 
ومتقاربتة مطلقنا على المجال : 1>+>3- 


وتصت قطر التقارييه 2م : 


ملاحظة : 


كذلك يمكن استخدام صيغة كوشي - هاداد امار ( Cauchy‏ ( 
Hadamard Formula (‏ ) لحساب نصف قطر التقارب وهي : 


a= lim er 


وذلك بغرض وجود هذه النهاية 0 
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-_1 ٠. 

م ا x 1 n‏ 2 3 
في متسلسلة القوى ارد © يكون نصف قطر التقارب هو : 
1 


= =0 جد‎ R= 
IM +1 


1/(n +1)! 
1/ n! 














1 
3 =lim 


noo 


وعلى ذلك فنصف قطر تقارب الدالة الأساسية *© لا نهائي بمعنى أنها تتقارب عند 
جميع قيم × الموجبة أو السالبة . 
بينما في المتسلسلة ”(ه ->)(!”) ر2 يعطي نصف التقارب ب: 





1 n+l! .. 
=m ) = jj (r +1) = م‎ + R, =o 
e اجر‎ 


an HM! 


مما يعني أن المتسلسلة لا تتقارب إلا عند النقطة © = × فقط . 
كذلك فنصف قطر التقارب للمتسلسلة ”(1- )ب ل هو : 

1 3 1 
2-3 اج د لع امورو[ — 
R lim 3 3 2‏ 


وبالتالي فنصف قطر التقارب حول النقطة 1= × هو 3= ,۸ أي أنها تتقارب لقيم 
× التي تحقق المتباينة 4 >> 2- . 

ونذكر الآن بعض العمليات التي تجرى على متسلسلات القوى والتي تهمنا فسي حل 
المعادلات التفاضلية على هيئة متسلسلة قوى : 

إذا كانت: "(,* - )ره رخ > (*)رى و "(,-*),ة ,8 = (×) ر5 متسلسلتين 


n=O n=o 
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متقاربتين على مجال التقارب ے۸ > 





را - | حيث 0< 8 إذن لدينا ما يلي : 


6- يمكن جمع وطرح المتسلسلتين المتقاربتين حدأ حدا لنحصل على المجموع على 


هيئة متسلسلة قوى تتقارب على المجال lx-x,|<R.‏ : 
(a, ±, (x= *,("‏ (< = (<«)رى + (*),ى 


7- يمكن ضرب المتسلسلتين حيث يضرب كل حد من حدود إحدى المتسلسلتين فسسي 
جميع حدود المتسلسلة الأخرى ثم نجمع قوى (,د-*) المتشابهة لنحصل على 
حاصل الضرب على هيئة متسلسلة قوى متقارب على المجال ,۸ > |,-ء| : 


5, )<(52)*( = م‎ (x¬~ xX e (xx | 


A=o =0 


= a,b, + (a,b, + a,b, (x — x, ) + (a,b, + a,b, + a,b, (x ~ x, )2 +... 


"3 م( م8 0 م 


o0 
n i=o 


م 


=0 


وتعرف هذه الصيغة بحاصل ضرب كوشي (28001101 رطعںuة٤)‏ وكذلك إذا كانت 
0 6 (30) ر3 فيمكن قسمة المتسلسلتين حيث : 


E Sa, -ع)‎ <,(" 


52 (x) n=o 


ويكون حساب المعامل ,4 في بعض الأحيان معقد . كذلك في حالة القسمة يكون 
نصف قطر التقارب لمتسلسلة القوى الحاصلة أقل من .۸ . 
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x 1 n × -1( n 
6 0 و‎ € De 





x × 1 n -1(" n 1 n lyn 
e” +e 77 +3 : x =+ k إذن‎ 


=2 6 2” - 2 coshx 
n=0.2.4 0 m=o J 





وذلك بتغيير الدليل الدمية من ” إلى ”2 أي بوضع 0/2 =" . 


مثاز -9- 
ب ر دږ 
دل دل د ب = 81113 
7 !5 31 
× نر 3 
سدس سد —- ]= COSX‏ 
!6 إ4 !2 


5 × دير‎ x x2 x × 
SIN XCOS X =| X= — hk, 
31 S5! 7! 


خم رمه + رم وله | + 0x1 +[ox0+ 10e‏ = 


+ 0 0+13 + 0(0) + 0 +... 


RS‏ = + و 2- مم 3-. .+ ا ا 
2 3 
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8- إذا كان ”(,×-×) ,503 = ”(,×-×) ,هالا من اجل كل قيم × إذن 


a -6 n= 0,1,2,... 


n n د‎ 


وعلى الخصوص إذا انعدمت متسلسلة قوى متقاربة على مجال ما انعداما تطابقياًء 


انعدم كل معاملاتها . 
إذا كانت : 0= “دح SQ,‏ 
إذن : 0= ... > ,0 -... 2 =Q,‏ ,0 ع ,0 


9- يمكن مفاضلة متسلسلة قوى في مجال ما حداً حدأً لنحصل على متسلسلة قوى 
جديدة متقاربة أيضاً في نفس المجال وتمثل مشتقة المتسلسلة الأصلية . 





5(2) - 7:0, (xx) <R, 
S((x%)=Q, +2Q, )*<- (+ ... + nQ, (x= x) +... إن‎ 


= nQ, (x - x, )" |x-zx,| <R. 
ادم‎ 
Taylor Series )1685-1731( متسلسلة تيلور‎ -0 
)« = ×, تمثل أي دالة («)/ر قابلة للتفاضل عند ,× = ×(أي توجد جميع مشتقاتها عن‎ 
: بمتسلسلة قوى حول و ع تسمى متسلسلة تيلور على الصورة‎ 


وه ي +(„ (r=‏ كر ربد رس )e-x)"‏ 0ه افر 7 


n=o 
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وواضح أن المعاملات هنا تمثل خصائص الدالة (×) عند مركز المتسلسلة ,+ ع × 
وهذه الخصائص هي قيمة الدالة ومعدلات تغيرها . 

ولا يمكن تمثيل دالة بمتسلسلة تيلور حول نقطة تكون عندها الدالة أو إحدى مشتقاتها 
لا نهائية القيمة . 


(Analytic Function ( الدالة التحليلية‎ -1 


يقال عن الدالة (×) انها تحليلية (110/إ4231) عند نقطة ما ,×= × إذا أمكن 
تمثيلها بمتسلسلة قوى ( متسلسلة تيلور ) في قوى (,د-*) صالحة في جوار مباشيو 
للنقطة ,× = × أي تتقارب في فترة ,۸ > 





x,‏ - *| > 0 حيث ۸ هو نصف قطر 





التقارب . 
مثال -10- 
لتكن لدينا الدالة 27 e‏ هي دالة تحليلية عند جميع النقط عدا النقطة 
=( 
2 = × فمثلا تكون تحليلية عند 1= × لانه يمكن تمثيلها بمتسلسلة تيلور في قوى 
x~1‏ : 


1 1 


0= امت‎ F 


= [1-(x-DPF ك‎ 1+2) - 1) + 30~ 1 


ونصف قطر تقاربها هو 1= ,7 أي ان هذه المتسلسلة متقاربة في المجال 


1 >1- >0 
كذلك فالدالة ×ہا = (×) تحليلية عند جميع قيم × عدا عند القيمة0 = × . 
sinx‏ 


والدالة كلل = ×صها تحليلية عند جميع قيم × عدا عند النقط 27+1(7/2) . 
COSX‏ 
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حيث ”7 عدد صحيح . وعموماً لا تكون الدالة تحليلية عند النقط التي تكون عندما 
الدالة أو إحدى مشتقاتها لا نهائية القيمة . 


: ج النقطة العادية والنقطة المنفردة لعادلة تفاضلية‎ 
Ordinary and Singular Point of Differential Equation: 


لنعتبر المعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة من المرتبة الثائية : 
Q)x(y = 0‏ + 'بررعو)ط + كبر )2( 


تكون النقطة ,× = × نقطة عادية (٤”ذه۴‏ راهصذلإ0) لهذه المعادلة التفاضلية اذا 
كانت كل من الدالتين Q)×(‏ , (*)2 دالتان تحليليتان عند ,× =× . 

أما إذا كانت إحدى أو كلتا الدالتين غير تحليلية عند ,+ = × كانت النقطة ,عر 
نقطة منفردة (20100 512811132) للمعادلة . وتكون النقطة ر× = × نقطة منفردة 
منتظمة (201501 Singular‏ arاNRegu)‏ إذا كانت (*«)م و (*)0 غير تحليلية 
عند ,× = × ولكن كلا من (*)5(, > *) و ()70(,+ - *) دالة تحليلية عند 
×= 


وإلا كانت ,× = × نقطة منفردة غير منتظمة (Irregular Singular Point)‏ 


أمثلة -11- 
1 - لتكن لدينا المعادلة التفاضلية : 0ح بور + /برة + "بر 


تكون النقطة 1= × نقطة عادية وكذلك جميع النقاط الأخرى على محورة . 


2- لتكن لدينا المعادلة التفاضلية : 


1 
0ح ر ب بر لط ”ر جد 0ب + ارود - "ر× 
x x‏ 
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فالنقطة 0 = × هي نقطة منفردة لان Be‏ 2 ذل د )0 غير تحليليتين 
x xX‏ 

عند 0 = × ومع ذلك فالدالتان 1- = (×)۲× › 1= (×)@”× تحليليتان عند 0= × 

وعليه فالنقطة 0= × نقطة منتظمة . أما جميع النقط الأخرى فهي نقط عادية . 


3-- لتكن لدينا المعادلة التفاضلية : 
f 1‏ , 327 
0= ر سس ع اير - "ر جد 0 م بر + "ر × 
x‏ 


نر 


فالنقطة 0= × نقطة منفردة لان > (»)© غير تحليلية عندها . 


وبما أن الدالة ل - (<)20+ تظل غير تحليلية عند 0= × إذن فالنقطة 0= × هي 
XxX‏ 
نقطة منفردة غير منتظمة . أما باقي النقط فهي نقط عادية . 


3 2 
+ ر + "رز 


4- في المعادلة التفاضلية : 0= برت 
في 1( x‏ 


النقطتان 0 - × » 1= × نقطتان منفردتان حيث عند النقطة الأولى 0-+ تكون 
> 2 ا كلتاهما غير تحليليتين بينما عند النقطة الثانية 
x(x =1) x‏ 

1= × تكون إحداهما (×)0 غير تحليلية بينما («)2 تحليلية . 


كذلك نلاحظ أن xP(x)=2‏ ۰ سكت = )ينم كلتاهما تحليليتان عند 2-0 . 
X—‏ 


)1 
وعلى ذلك فالنقطة 0 = × نقطة منفردة منتظمة . وبالعكس عند النقطة 1= × تكون 


- ()1(20-#) دالة 





2= ومر- م دالة تحليلية بينما تكون 3 
x(x —-1)‏ 
غير تحليلية عند 1= × وعلى ذلك فالنقطة 1= × نقطة منفردة غير منتظمة . 
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21 الحلول في متسلسلة قوى بجوار نقطة عادية 
Power - Series Solutions Near an Ordinary Point‏ 


نتناول الآن مسألة إيجاد حلول المعادلات التفاضلية الخطية المتجانسة من المرتبة 
الثانئية ذوات المعاملات المتغيرة أو الثابتة بطبيعة الحال حول إحدى النقط العادية لهذه 
المعادلات . وفي هذا الصدد نذكر النظرية التالية : 


أ نظ ب -1- 
إذا كانت ,+ = × نقطة عادية للمعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة 


P)x)y' + Q(x)» =0‏ + "ر 


وإذا كانت ٨)×(‏ و (×) دالتين تحليليتين عند ,× = × فإن الحل العام لهذه المعادلة 
هو : 


(0) ونرر© + (ت) بتري = "رمد - ,0 = ر 5 


حيث ,0 › ,0 ثابتان اختياريان و (*) رر ٠2‏ (*) يبر متسلسلتان تحليليتان عند 
,× = × ومستقلتان خطيا . ونصف قطر تقارب كل منهما أقل من أصغر نصفي قطر 
في تقارب متسلسلة (2)«2 و (×)@ . 
وتفيد هذه النظرية في إيجاد الحل حول نقطة عادية فقط ,× = × على هيأة متسلسلة 
قوى في (,× = ×) ١»‏ وتحدد جميع معاملاتها (0)7 بدلالة المعاملتين ,© » ,© 
البرهان : 

لدينا حسب الفرض أن النقطة ,د نقطة عادية للمعادلة التفاضلية إذن كل من 
الدالتين ٨)×(‏ و (×) قابلة للنشر على صورة متسلسلة تيلور بجوار ,× = × 
والمتسلسلتين متقاربتين على المجال : ,7 > 


اصغر نصف قطر تقارب . 





م - :| > 0 حيث ۸ موجب وهو 
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أذن 


0 "(,: - :)رم رح - مم 
ل Q0) = $4, (= x)"‏ 


لنفرض أن حل المعادلة من الشكل : 
x, ) +.) > +...‏ - *) و0 +( - Q(x‏ + و0 = ر 


y= 2,0) ×, (" 


",ع - n(n - 1Q, (x‏ > = "ر "0 Q,)-‏ >= 'ر 
حيث المعاملات *[,0! يجب تعيينها بحيث يكون ر حلا للمعادلة . ولتعيين هذه 
المعاملات نعوض بر 'بر,”ر بعباراتها في المعادلة التفاضلية 


فنجد : 


Sn -1(0,)*- ("2 + - ×, (” Sra, (| + 


n=o 


erx مرق‎ 


لجندا 


(iii) 


وبفك الأقواس والمطابقة بين معاملات “(,+« - +«) نجد العلاقات التالية : 


200 


- 2Q, > 0 0, + 09 


Q10, + 04, + 04‏ + ,م20 2 و2.30 - 


وبصورة عامة : 


+ يرص© +... + ,مي,2(6 -2) + وصرن,2-1(0) > ,0 «(1-م) - 
204-2 ل Qs‏ ¢ ...1 رووىر© + وموك + 


(iv) 
هذه العلاقات بين المعاملات ,© ,ر0 ,..,,@ علاقات خطية . وبالتالي تعين لنا كل‎ 
المعاملات بصورة وحيدة بدلالة اثنين اختياريين منها وهي ,0,,0 وبالتالي فهناك‎ 
: حل من الشكل‎ 
رج دير‎ 0) - ×0( 0 
n=0 

حيث ,© ,ر ,.., ,© تتعين من العلاقات السابقة . ويكفي الآن أن نبرهن أن 
المتسلسلة الناتجة متقاربة ليكون الحل قابلاً للنشر . 
لقد وجدنا أن الدالتين 0,۴ يمكن وضعهما على شكل متسلسلتي قوى من الصورة: 

P(x)= رم + وم‎ )«- xg) + ... رمع‎ )«- xo) +... 

Q(x) = qo + q(x =X, J+ ... + q(x - *,(7” +... 

لنضرب المتسلسلة الثانية في (,د-*) ولنأخذ القيم المطلقة لحدود المتسلسلتين 


n 
بن‎ xol +... 





(P| > |وم|‎ + |p,ll* = xo| + -..+ |p,| 


| -_ #0 > چ ]مو‎ *o| + l4, * - xol +... 


n+1 


ists 














dnll* 7 *o 


2/1 


# >r حيث‎ |]×-xo| =r ومن اجل‎ 


€ 


فان لكل من الدالتين |٨|‏ و || ,× - »| قيمة محدودة وذلك لأن متسلسلتيها متقاربة 
في المجال ,۸ > |ر×- »| . ولتكن ۸ أكبر هاتين القيمتين . فعندها نكتب : 
lolx = xo| + ... + |o, lx = xo|” +... ># [‏ + |2| 
EAP a 06‏ 
ولكن مجموع أعداد موجبة أصغر من عدد موجب يعني أن كلا من هذه الأعداد 
اصغر من المجموع . وبالتالي نكتب :- 
k Kk‏ 


7 ES 5 0 ا ك‎ (vii) 


وإذا سمينا العددين ,8,,5 من اجل || |Q,‏ نجد العلاقات بين المعاملات 
و0 ,و0....ى Q,‏ تصبح: «// k/r > 2,1 + b,‏ رط + رط = |مواوة + إرظا,ة > | 2Q,‏ 





|٠| <b, : أو‎ 
2b, = (2b, +b, /r)k : حيث‎ 
: وبصورة مشابهة نجد‎ 


2.310,| > 2© |] اك‎ + (Al + 2, |20| + o4, | 


> (2b, + 253 + 2k 
4 4 


> 3b, +2 + ع‎ ( 
2 2 
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أو : و5 > | 0| 











2.36, = (3b, +22 +2 : حيث‎ 
r r 
0, <b, وإذا تابعنا بصورة مشابهة نجسد:‎ 
: حيث‎ 
(n -1)nb,, = a rT ۴ (vii) 
r 9و‎ 
: ومن العلاقة الأخيرة نجد‎ 
(n -2)(n - 108, = م‎ ~1, + a aa 9 (ix) 
Fr r 


ويضرب العلاقة الأخيرة ب - وجمعها لما قبلها نجد العلاقة التكرارية التالية : 











ور (n-1)nb, E a‏ 
r‏ 
وهذا يعطينا : 
b, n-2 k‏ 
ددم د 
[-ي nr‏ برط 
70 كنت 1 ع .. 
عندما تنتهي 1 إلى اللانهاية نجد (×) = im,‏ 
non n-1 r‏ 
وبذلك نكون قد برهنا بأن متسلسلة القوى 3b, (nna)‏ 
مقار 
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ونصف قطر تقاربها م . ولكن بما أن ,> Q,|‏ 


19 
در‎ |© , | =r. ١ 
n=0 





فالمتسلسلة: 
0 





متقاربة لآن معاملاتها أصغر من متسلسلة متقاربة . وكذلك الأمر › بما أن المتسلسلة 
المطلقة متقاربة. فالمتسلسلة الأصلية متقاربة ونصف قطر تقاربها على الأقل/ . وبما 
أن ” » فرضاًء أصغر أو تساوي ,۸ فيمكن اعتبارها تساوي ,۸ . وعندها نقول انه 
يوجد للمعادلة التفاضلية حل وحيد يمكن أن يوضع على شكل متسلسلة فوى بجوار 
النقطة العادية ,× = ×. 


ب. طريقة إيجاد الحل بجوار نقطة عادلة : 

لتبسيط الخطوات الجبرية نفرض أن =٠‏ ,× . أما إذا كانت #6 ,× فانه يمكن 
استخدام التعويض ر× - × = 2 لنقل نقطة الأصل إلى النقطة ,× = × ثم إيجاد الحل 
على صورة متسلسلة حول نقطة الأصل الجديدة. على الصورة : 


y(2)= 2,0,2" = 4¥, )2( + 2, )2(‏ 
وفوا کن سوه وات إيجاد الحل حول نقطة عادية ,× = × كما يلي: 


1. نفرض حلأ حول النقطة العادية ,× = × على صورة متسلسلة قوى: 


“ركد - ,3 = ر 
n=0‏ 


2. نفاضل متساسلة القوى حدا حدأ مرتين للحصول على 'بر,"ر: 


r(n -1a,‏ ,2 = بل 
20م 
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na, (x - x)"‏ = “بر 


n=0 
ففك كل من الدالتين المعاملين (×) و (00 التحليليتين عند ,×= × على‎ .3 
ويوفر من هذه الخطوة كونهما عادة علسى‎ . X= xX, صورة متسلسلة قوی حول‎ 
صورة كثيرة حدود.‎ 
نعوض من الخطوات 1 › 2 › 3 في المعادلة التفاضلية . ثم نجمع قوى‎ .4 
المتشابهة فنحصل على متسلسلة من الشكل:‎ )× - ×, ( 


A, + A(x = xg)? +a. + برا‎ (X= xy) + م‎ =0 
دوال خطية للثوابت ,م©.,0, ...و وبالمطابقة نجد‎  ........ , ,ربك‎  ثيح‎ 
العلاقات:‎ 
A, = 0, Ay = Oy. A, =0 


وهي ۸+1 علاقة بين الثوابت تعين لنا الثوابت بدلالة أثنين منها. 
5. نعوض الناتج في الحل المتسلسلة ثم نعيد كتابة الحل بحيث نجمع الحدود الني 
تحوي على ,ه لنحصل على (*) ,بز,© ونجمع الحدود التي تحتوي على ,» 


لنحصل (×) ىنز ره . 


المثال -12- 
حل المعادلة التفاضلية على هيأة متسلسلة قوى : 


0= برح كير 
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الحل : 
المعادلة المعطاة ذات معاملات ثابتة وحلها بطبيعة الحال معروف وهو : 


y(x) = Asin x + Bcos x 


. وسنحلها الآن بطريقة متسلسلة القوى . بحيث: 1-<(+)0© , 0ع(*)2 وكلتاهما 
تحليليتان عند 0-< وهي نقطة عادية وكذلك الحال نقطة محور × . وعلي ذلك 
ستكون متسلسلة الحل متقاربة عند جميع قيم × . بمعني أخر سيكون نصف قطر 
التقارب © ع /, . 

نفرض الحل على صورة متسلسلة القوى: 


Sa,"‏ =(×)ر ‏ و Snax‏ ج 


n=O n=o 


بالمفاضلة نحصل على : ,1)2 - n(n‏ ¥ = "ر 
بالتعويض عن /ز,'بر,”بر في المعادلة نحصل على : 


0 n(n ~1)a,x" 2 + 3 a,x" 0ح‎ 


n=O n=o 


o0 


ويمكن كتابتها على الشكل : =o‏ "عل ((r+2)(n+1)a,, + a,‏ ,2 


nso 


وهذه متطابقة تتحقق فقط بانعدام معاملات قوى × المختلفة على الطرف الأيسر. 
فنحصل على : 


(n + 2)(n +1)a,, + a, > 0 و‎ n = 0,1,2,3,.......... 
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وهذه الصيغة تسمى الصيغة التكرارية (Recurrence relation)‏ 
وواضح من هذه العلاقة أن المعاملات ذات الدليل الزوجي تعين بدلالة a‏ 
والمعاملات ذات الدليل الفردي تعين بدلالة ,© . إذن : 


0 ره‎ a, a, a 





== ا الف 0 00 سل ~= ۽‎ E 
I DITIM 7S BS @ 
da, = a3, 0 K=1,2,3,...... وا إذا کان 2k=ہ فان‎ 
)2#(! ° 1 
بالمثل:‎ 
اا يك فون‎ : E 
2.3 3! 5.4 5! 7.6 7 
©, = مستت ر4‎ 0 k= 1,2,3,........ وعموماً إذا كان 1+ 2 = ۸ فإن‎ 
7 24+1 (2k +1)! 04 a وود‎ : 1 
: وبالتالي نأخذ المتسلسلة الصورة‎ . 
5 5 
=a E د ل ا‎ "0 ت١‎ 0 
Hd د" و7‎ On+1)! 
=a, 1 0008 00 +0 كي‎ a .لي سي اللي‎ 
2 3 @n)! ١ 3 3 20 





6 1 (-1)" 2+ 
2 eR 


nso n=O 


المتسلسلة الأولى هي متسلسلة تيلور للدالة ×وهء › والمتسلسلة الثانية هي متسلسلة 
تيلور ×«اء. إذن كما هو متوقع: 


a, COSX +a, SIN X‏ = بر 
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ونلاحظ أن الثابتين ,6.,© اختياريان . 


المثال -13- 
جد متسلسلة الحل في قوى × لمعادلة آيري )Airy's Equati0۸)‏ 
<X > ©‏ مه بع = "ر 
الحل : - 
في هذه المعادلة لدينا Q=-—x < P(x)=o‏ إذن 0× هي نقطة عادية . 
نفرض الحل على الصورة . a,"‏ 3 در 
بالمفاضلة نحصل على : 


y" = د "دره(!- مم رح‎ y(n + 20) + Daya” 
بالتعويض من ذلك في المعادلة قيد الحل نحصل على:‎ 


n+ 


a,x 


4s 


SF (n+ 2(n+ Daya? اس‎ x a,x 5-5 


1 


متم 


أو : 


2.16 + 0 2()0+1(© "عدي‎ = Say" 
n= ادم‎ 
وهذه المتطابقة تتحقق إذا تساوى معاملي كل من قوى × في الطرفين‎ 
يه‎ 20  : إذن‎ 
ونحصل على العلاقة التكرارية : ........,1,2,3 5 , ,4 = ,2(4 + 1()5 + م)‎ 
إذن المعامل ,,,© يعطي بدلالة المعامل ,_,© وواضح أن المعاملات يمكن أن تعين‎ 
: في ثلاث خطوات . حيث‎ 
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,»© يعين ,4 والذي هو بدورة يعين ,م eA‏ 


© يعين به والذي هو بدورة يعين +© a‏ 

و ,رت يعين ,4 والذي هو بدورة يعين په 5ظ2ظ 

وبما أن 0ع ديه إذن نستنتج مباشرة أن 0= wara...‏ 2 © = وك ع وه 
بالنسبة للمعاملات ...وو و و و4 تأخذ ........... ,1,4,70 = م في العلاقة 


التكرارية فنجد أن: 


2 03 a 06 0 








ب 2 = > و4 و 0 د لدم ېږ , كدح رن 

3.2 6.5 )6.5()3.2( )9.8( )9.8()6.5()3.2( 

ومن الأفضل يمكن كتابة علاقة ,و©, ....... 2= ۸ حيث 
dy, = a n - 3‏ 

0 30( * [4(].......)6.5]3.2- صقل(ة - م1(])3-م3)(م3)| ” 

بالنسبة للمعاملات : .دوو و47 و و4 و © تأخذ .0 - 7 في العلاقة 
التكرارية فنجد أن : 

a 44 4 07 0‏ 
ببسلل سس دل د , سل =r‏ ره , AE‏ 

4.3 7.6 )7.6()4.3( 10.9 )10.9()7.6()4.3( 


1 


ويكون حل المعادلة التفاضلية (معادلة آيري) من الصورة : 
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”3 6 دير 
م كك ee E SISTED‏ سے هدر 
(32)(Qn —1)....... 3.2‏ 52 3.2 | 





ادير x x‏ 
a 43 + 7643 E HH Gn + DEAS 2G 3ro 3 HER ١‏ + 
ا مه x‏ 0 
سح سس جع +A,‏ آآ سح ا =a,‏ 
(3n +1)Gn)Gn-2)...43‏ اسك Gn)(Gn-DGn-3)Gn-4).......32‏ 4 
إذن الحل العام لمعادلة آيري هو : ول[ 4 + رط © y=‏ 
حيث : 0 1= ( ينزو ريز) 17 


وهذه متسلسلة متقاربة من أجل قيم ×. 


جد حل معادلة آيري في قوی (1-×) . 
الحسز :- | 
النقطة 1<نز هي نقطة عادية لمعادلة آيري . فنفرض الحل من الصورة : 


1 - )رهق د بر 


y' = Šna,(x 10" = (n+ Dag (x - 1" : إذن‎ 


n=o‏ اعم 


"(1-) يب ©(2()52-1 - 3 = 1(0,)2-1("2- Sonn‏ = "بر 


n=2 n=o 
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بالتعويض عن رر ,”رر في المعادلة نجد: 


”1-) 0 = ”(1-<)ي,©(2()2+1 + 3 


n=0 . n=o 
: ويمكن كتابة × معامل ر في المعادلة على صورة (1-×) أي‎ 
x=1+(x¬-1) 


وهذه متسلسلة تيلور للدالة × حول النقطة 1[=× . 


إذن : (x—-1)"‏ 101 )+ 1[ = ”(1-<)ي,©(1 +2()5 + 0 


n=0 ومع‎ 


= 3 a,(x -1(" + 3a, (x -1)7” 


n=0 محم‎ 


أو 


3 + ورميه(2()2+1‎ )x -1(” = 3a, ~17” + 32 (x -1" 


n=0 n=o n=} 

بمساواة معاملات نفس قوى (1-×) نحصل على: 

2a =a, و‎ 

وم © + =a,‏ و3.2(6) 

و © + يه = (4.3)a,‏ 

a,‏ + وه = وه(5.4) 
والعلاقة العامة التكرارية هي : 1< 7, بم © + ,4 = ي,1(94 + (n + 2)(n‏ 
وحلها بالنسبة للمعامل ,© بدلالة ,هره 
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0 


d, © 0 م4‎ da @ ©, Qı 
بع مح لېد ره , كد‎ 
12 12 24 12 


ad 4 02‏ 04 
ل ہے وت 


ad; 2311111 
20 20 30 10 


س ست س ت س ست ست ست ليم ست ما ست ست ت سط ما سا سے کا کا س 


2 6 24 30 


N E 1 
6 12 120 


١‏ ا , لحي لجعي ا ر لچ :رر بر 
+0-» |4 


ونلاحظ في هذا المثال أن العلاقة التكرارية التي تعطي ,#بدلالة ,© و ,»غير واضحة 
. في مثل هذه الحالات يمكن أن نثبت أن المتسلسلة متقاربة من أجل كل قيم × . أما 
نز وبر فهما حلان مستقلان خطيا لمعادلة آيري. إذن : 

ول[ و2 + إلل,4 ع بز 
هو الحل العام للمعادلة آيري من أجل : ©>>م . 
المثال -15- 
معادلة هرميت . (.10 81©12016) هي : 


6 > 2 > مه , -2xy' + y=‏ "ر 


حيث ۸ ثابت موجب. 
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جد متسلسلة الحل لهذه المعادلة : 

الحسل:- 

لإيجاد حل هذه المعادلة على صورة متسلسلة قوى حول النقطة العادية 7-0 نفرض 
الحل على الصورة : 


n(n -1‏ ,3 = "رج na,x""‏ 3 = ارج 6ر2 بر 
بالتعويض من ذلك في المعادلة قيد الحل نحصل على : 


o0 


3. (n+2)(n + 1)a, 4x" - 3 2na,” + 3 2a,” = 0 
n=} 


nao‏ 0م 


(2a, + Aa, ) + 3 (n+ 2)(n +a, - 2na, + 2a, lx" =o أو‎ 


n=l 
E d2, 
إذن : ع - = ره والعلاقة التكرارية العامة هي:‎ 


21: - 


2-1 ,۾ س 2 ونه 
(n + 2)(n +1)‏ 


وواضح من هذه العلاقة أن ره يعين ره الذي هو بدورة يعين ,© وهكذا دواليك.. 
بالمثل بالنسبة للمعاملات لقوى × الفردية التي تعين بدلالة ,© . 
وتكون متسلسلة الحل لمعادلة هرميت على الصورة : 


1 عي 4-A‏ -8_ 4-4 _ 1| هدر 
6 !4 2 
سسب ب (4- 00-06-26 ي„ 6-2-4 , ته [ه. 
7 3 3 
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.)( ونز ره + (X)‏ رنزى0 = 
كذلك يمكن أن نثبت أن المتسلسلة متقاربة من أجل جميع قيم ×. 
اکن 4 غددا دوجي غير سالب فكرن احدى هان البق تين مته رة وعلين 
الخصوص من أجل ...,0,2,4,6 = 4 فإن إحدى حلول معادلة هرميت : 


م ثب 1-222 x,‏ ,1 


الحل على صورة كثير حدود يقابل A4 = 2n‏ . وبعد ضربه في عدد ابت يصبح 
يسمى كثير حدود هرميت : (2),/ل. 


المثال -16- 
جد مجال تقارب متسلسلة الحل حول 0 = × لمعادلة ليجندر: 


= بر(1+ عه) عه +'ر2x‏ - #بر( 2 -]) 
حيث عه ثابت. 
الحل:- 
نلاحظ أن المعادلة تكتب على الصورة 0- نز(*)2 + 'بز()0 + “ب(*«)م حيث 
#بر-1ع-(ج«)م › ٠ 0)x(=-2x‏ (1+») »= (×)۸ . وصفرا الدالة تم هما 1+ 
أي أن المسافة بينهما والمركز 0 = × هي 1 إذن المتسلسلة : ش 


"ر 3 = ر 


متقاربة من أجل 1> |×| على الأقل كما هو محتمل من أجل قيم × الكبرى ويمكن أن 
نثبت أيضاً في حالة » عدد موجب وصحيح أن إحدى متسلس لتي الحل منتهية 
وبالتالي فهي متقاربة من أجل جميع قيم × . 
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مثال : في حالة 1-»ه ٠‏ الحل :هو << لا. 
سنعود فيما بعد لدراسة هذه المعادلة . 


المثال -17- 
جد مجال تقارب متسلسلة الحل للمعادلة التفاضلية : 
0= ×4 + 'رور2 + ” ر( 2 + 1) 
حول النقطة 0 = × وحول النقطة 1/2- = × ٠.‏ 
الحل : 
لدينا 4+2 -(8)0 , +2 -(0)0 , × + 1-()م وتنعدم الدالةم من أجل 


. x=, 

المسافة في المستوى المركب من © إلى ± هي 1 ومن 1/2- إلى 2+ هي : 
2 4 ' 

إذن في الحالة الأولى المتسلسلة ”,3/2 متقاربة على الأقل من أجل 1> |×| . وفي 
الحالة الثانية المتسلسلة ”(1/2+*),3:5 متقاربة على الأقل من أجل 


۳ 


5 
. | +12] > 


ملاحظة : 
إذا فرضنا أن للمعادلة التفاضلية السابقة شروط ابتدائية : 


ر =(0)ر , ,نزح (0)رز 


وبما أن ±0 +1. من أجل جميع قيم ×. 
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بناء! على نظرية وجود ووحدانية الحل فإن لهذه المعادلة حل واحد يحقق الشروط 
الابتدائية على المجال 00> > 0-- . ْ 

من جهة أخرى النظرية السابقة تضمن لنا حلا على صورة متسلسلة قوى "«,2.6 
من أجل : 1> × >1-. 

إذن الحل الوحيد على المجال ه > × > ٠0‏ -. ليس له متسلسلة قوى حول 0 = × 
التي تتقارب من أجل جميع قيم × . 


المثال -18- 
هل يمكن تعيين متسلسلة الحل حول 0 = × . للمعادلة التفاضلية : 


(sinx)y' + )1 + x? 0y =0‏ + ”بر 


وإذا كان ممكنا فما هو نصف قطر التقارب. 

الحل: 

في هذه المعادلة لدينا ”× +1-(*)0 , *#*هذة ‏ (*)7 , وبما أن الدالة 
× «1ء = («)م يمكن أن تكتب على شكل متسلسلة تيلور حول النقطة 0= × وهي 
متقاربة من أجل جميع قيم × . 

أيضا : الدالة × +1 - (×)© يمكن أن تكتب على شكل متسلسلة تيلور حول النقطة 
0= × وهي متقاربة من أجل جميع قيم × . 

إذن وفق النظرية السابقة فإن للمعادلة متسلسلة حل من الصورة : 


ديه( = ر 


حيث ,4,,© ثابتان اختياريان والمتسلسلة متقاربة من أجل جميع قيم × . 


7 
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ج. طريقة التفاضل المتعاقب :- Successive Differentiation‏ 
يمكن أيضاً حل مسألة القيم الابتدائية. 
P)x)y' = ©(x)y =0‏ + "بر )4( 


y(*o) = a yx) =۵ 


حول النقطة العادية ,× = × بنفس طريقة متسلسلة القوى فنحصل على الحل العام 
من الصورة : 

)*( ول @ + () ay,‏ = بر 
ثم نعوض من أحوال البداية لتعيين الثابتين الاختياريين مه,,» بدلالة أحوال البداية 
8 . 
على أنه يمكن الحل بطريقة أخرى قد تكون ابسط في بعض الأحوال خصوصاً لتعيين 
المعاملات الأولى . وتعرف هذه الطريقة الأخرى بطريقة التفاضل المتعساقب 
)Successive Differentiation)‏ نوجزها فيما يلي: ا 
بما أن النقطة ,د = × نقطة عادية إذن يمكن فرض الحل على هيئة متسلسلة تيلور 
(وهي متسلسلة قوى) على الصورة : 


(n) 
(5) ”رپ - پم لے = كبر‎ 


2 لخاد 


= 1)30( + "نز‎ )x,() - x ( + =2) - x) SS 


حيث (,×)ر و (,×)'ر معروفتان من أحوال البداية. أما(م*)”بر فنحصل عليها 
من المعادلة المعطاة بعد كتابتها على الصورة : 
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ز(00 - 'بز()م- = "ر )6( 


وعلية عند نقطة البدلية يكون (,×)ر( ,)© - (م×)' ر( ×)-= ( ,)"بر 
نفاضل مرة أخرى لنحصل على المشتقة الثالثة ثم نعوض عند × = × 
إذن : 

,)نز( )© - ( ينإ ( (x,‏ + (ره) "| )y"(x,)=‏ معطت و يعد "بر 


الطريقين : 


مثال -19- 
حل مسألة القيم الابتدائية التالية على هيأة متسلسلة قوى حول النقطة 1 = × . وأوجد 
نصف قطر تقارب هذا الحل : 


(x - 2x + 2( "ر‎ + 2) - (y= 0 


)ر 1=( 
7/4 


: الحل‎ 
2x -1( 2) -1( 0 
x” -2x+2 (x-1) +1 


P(x) = , 2)08(- 0‏ 
وواضح أن ٠ ٨)×(‏ (0)2 تحليليتان عند 1 = × . وبالتالي فالنقطة 1 << . هي 
نقطة عادية ويمكن الحل على هيأة متسلسلة قوى 1 = × . ولحساب نصف قطر 
التقارب نوجد أقرب نقطة منفردة للنقطة العادية 1 = × . وواضح أن © - (#)ط إذا 
كان 1- = 1(2-*) أي إذا كان :1= × وهاتان النقطتان المنفردتان متساويتا البعد 

عند النقطة 1 = × . حيث هذا البعد يساوي الوحدة . وعلى ذلك يكون 1= ,۸ 
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مما يعني أن متسلسلة الحل تتقارب في المجال 1< |1- |x‏ . وسنس تخدم طريقتيسن 


للحصول على هذا الحل : 

ننقل المحاور إلى النقطة 1 = . عن طريق التعويض 1+ ۲ = × وعلى ذلك تصبح: 
dd dd‏ 
dx dî ` dı‏ 


وتؤول المعادلة قيد الحل إلى : 

0= "2 + "2 + ا +2 - 1+[ 
أو 0= 2+ +1)y"‏ ( 
حيث الاشتقاق الآن بالنسبة إلى 1 . نفرض الحل على صورة متسلسلة قوى: 

““اره(1- yo n(n‏ = )"رج ا ”ارعدرق = (م)'رر >= "ارورق = (ارر 
بالتعويض في المعادلة وتجميع الحدود المتشابهة نحصل على : 
-1)a, t1”? =0‏ )مج + n(n + 1a,"‏ 

لحساب معامل */ نغير في المجمو ع الثاني 2+ ج م ثم نساوي هذا للمغامل 
بالصفر لنحصل على الصيغة التكرارية: 

n(n +1)a, + (n +1)(n + يبم©(2‎ > 0 


n 


Ly PEE ,1 20 : إذن‎ 
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0= ملل لله = و4 > م4 ره << 0 ع يه : 0ع مر 
1 
n =1 aT‏ 
1 3 
قد 0 n= 3 ds‏ 
1 5 
n=5 -— 4Q = ~-— 4‏ 
عستت 
: 1 
إذن : ) y(O =a, a(t + 7 Fass‏ 


01 


أو 


لتعيين الثابتين الاختياريين ,2,,© نستدعي أحوال البداية : 
y(D=a, +a [0]=a, 21 >a, =1‏ 


گ هد = a1 (x -1(2 +)“ = (¢ =1) +... = a,‏ دإ )ابر 


إذن 


الطريقة الثانية : 
بما أن 1 = × نقطة عادية. إذن نفرض حلا للمعادلة التفاضلية على هيأة متسلسلة 
تيلور حول نقطة البداية 1 = × . 
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(n) 
رز بن © = )ر‎ 
حيث من أحوال البداية 1= (1)ر , ل = (1'بر . أما الثابت الأخر (1) "ر فنحصل‎ 
72 
, عليها كما يلي: نعوض من أحوال البداية في المعادلة المعطاة حيث : 1>-()بر‎ 
: د )بر‎ 
72 
)1- 21+ )”برج 21-1 = ()“بر(2‎ =0 

72 

نفاضل المعادلة المعطاة : 
0= /بر2 + "ر(1- ع)2 + ”بر(2 - ×2) + ”ر (2 + 2 - 3بن) 

إذن : 0 = (1) “2 + (1)”بز(! - 2(1 + (1)"بز(2 - 2( + 2)y”(1)‏ +2 -1) 
إذن : 8/2--(0“بز2- = (1)”ر 


نفاضل مرة أخرى بغية الحصول على المشتقة الرابعة فنجد أن 0= (1) ر ومرة 
أخرى للحصول على المشتقة الخامسة فنجد أن ج/96 = (7)1)بر وهكذا .... لتكون 
متسلسلة تيلور الحل هي: 


3 8 الس‎ 
lL TL a DS 
+--+ -. e ١ 

r 3 5 


وواضح أن طريقة متسلسلة تيلور تكون أبسط إذا أردنا الحصول فقط على الحدود 
الأولى من المتسلسلة لكنها تطول إذا أردنا حساب الحدود العليا. 
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ملاحظة: 
المعادلة التفاضلية قيد الحل هي معادلة خطية من المرتبة الأولى في “بر ويمكن حلها 
بالطرق المعتادة لنحصل على : 1 

y(x) = A+ Btan (x -1) 


والتي تصبح تحت أحوال البداية: 
.ب 4 
y(x)=1+—tan (x -1)‏ 
L2‏ 
ومعروف أن مفكوك تيلور للدالة (1- )"مها حول 1 = × . أي مفكوك تيلور 
للدالة م ”مه حول 0= ).هو : 
1< امأ عامج عات e E‏ 
7 5 3 
5- ويمكن توسيع النظرية السابقة لتشمل المعادلة التفاضلية الخطية غير المتجانسة: 


R(x) (0‏ = برز )0 + P(x)y'‏ + "بر 


نظرية -2 
إذا كانت الدوال (*)5 ٠» ©)»( ٠‏ (*)7 . دوال تحليلية عند النقطة ,× = × فإن كل 
حل للمعادلة التفاضلية الخطية غير المتجانسة () يكون تحليليا عند ,×=× »و 
يمكن بالتالي تمثيله بمتسلسلة قوى في (,+- *) على الصورة : 


"(, - :)هر( د بر )7( 
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بنصف قطر تقارب 0 < ,۸ يساوي المسافة بين النقطة العادية ,× = × واقرب نقطة 
منفردة تكون عندها أي من الدوال ٨)×(‏ , (*0)0 , (×)۸ غير تحليلية . 

وتتبع نفس الخطوات المتعلقة بحل المعادلة المتجانسة مع تعديل بسيط هو فك الدالة 
التحليلية (×)۸ في الطرف الأيمن على هيأة متسلسلة قوى في ( ,د = ×) ثم مساواة 
معاملات القوى ( ,× - ×) المتشابهة على الطرفين . 

ويكون الحل العام على الصورة : 


(8) y(x) = ay, (x) + وز + )*( ينزه‎ (x) 


حيث (×)ر بره + (*) ,7۷ = (×) J,‏ هو الحل المتجانس ؛ (×)رر هو حل خاص. 
ويوضح ذلك المثال التالي 


3 -20- 
حل المعادلة التفاضلية التالية حول 0 = × على هيأة متسلسلة قوى : 


yJ" 55 xy تد‎ e7 


الحل :- 


بين خلج »م ويم , دصو , P=»‏ 


وكلها دوال تحليلية عند جميع قيم × بما فيها 0 = × . وعلى ذلك يكون الحل على 
هيأة متسلسلة قوى تتقارب لجميع قيم × . إذن : 


ديه( - n(n‏ = "بره ' na,"‏ = ابره 3a"‏ = («ابر 
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بالتعويض في المعادلة المعطاة نحصل على : 
n‏ ")1-( الحم 2م 5 
n(n a,x? — xD nax 0-7 1‏ 


أو ملاع "دروم 3 — a,x"?‏ - )رح 


ويلاحظ أننا مظنا الدالة *7© بمتسلسلة تيلور حول 0=× . 
بمساواة معامل "× على الطرفين وذلك بعد تغيير 2 ج ” في المجمموع الأول 
في الطرف الأيسر فنحصل على : 

1 


: = ,70 - ير,2()7+1(06 + ) 
0 


وتكون الصيغة التكرارية من الشكل : 


ا عن حساك ا سيج رن 
(n + 2)(n +1) (n + 2)(n + 1)(!)‏ 
وملها: 
e‏ , 720 
2 2 
1 © 1 
سس چ وات روه , ]= 
6 6 2.3 2 
8 2.3.4 3.4 
ا ّ - ويه , 23م 


"45° 654 40 30 
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او ES‏ ول ++ ف + + 0 3 
المقدار بين قوسين [..) هو الحل المتجانس بينما المتسلسلة الأخيرة تمثل حلا خاصاً 


: الحسل في متسلسلة فروبنيوس بجوار نقطة منفردة منتظمة‎ 3 [× 
Solutions in Frobenius series about a Regular Singular Point 


لا تصلح متسلسلة القوى حلأ للمعادلة التفاضلية الخطية المتجائسة حول 
إحدى نقطها المنفردة المنتظمة حيث لا تحقق هذه المتسلسلة هذه المعادلة حول أمثال 
هذه النقط » وستقتصر دراستنا على إيجاد الحل على هيأة متسلسلة وهي تعديل 
لمتسلسلة القوى بإتاحة إمكانية وجود قوى سالبة أو غير صحيحة بحيث تصلح حلا 
للمعادلة التفاضلية حول النقطة المتفردة المنتظمة وتعرف متسلسلة القوى المعدلة 
بتسلسله فروينوس (Frobenius Series)‏ . 
نظ 1 -3- 
إذا كانت م = × نقطة منفردة منتظمة للمعادلة التفاضلية الخطية : 

(9) L[y]= "بر‎ + P(x)y' + Q(x)» =0 

فأنه يوجد على الأقل حل واحد على صورة متسلسلة فروبنيوس لهذه المعادلة : 


(10) (<«ارر‎ = (x¬ xo) :)هرح‎ - x)" 
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حيث أن "(,: - *) ,4< متقاربة على المجال ,7 > |م< - :| > 0 
البرهان : 
لإثبات النظرية فإنه يستلزم تعيين : 
1- قيم عه التي من اجلها يكون للمعادلة (9) حلا من الصورة (10) 
2- الصيغة التكرارية للمعاملات ,© 
3- نصف تقارب المتسلسلة xo)"‏ - :)ررح 
سنفرض للسهولة فقط ؛ أن النقطة المنفردة هي 0= م« = × وإذا لم يكن مبدأ 
الإحداثيات النقطة المنفردة ننقل المحاور إليها بعملية الانسحاب وذلك بأخذ : 


X جع‎ - x ل(‎ 


فتكون النقطة المنفردة 0 - × 

من الفرض لدينا النقطة 0 = × نقطة منفردة منتظمة . إذن الدالتان 
(*)م»* , (×)0”× تحليليتان عند 0 = × وبالتالي يمكن تمثيلهما بمتسلسلتي قفوي 
على الصورة : 


xP(x)= "درو زج - 2000 , "درم رح‎ (ii) 


وهاتان المتسلسلتان متقاربتان في مجال ما . وليكن ,8 أصغر مجاللي التقارب . 
لنفرض أن للمعادلة حلاً من الشكل : 


x“ 20 (iii)‏ ع (جد)يز 


حيث ±0 ر , € , ,4 , ر ,..., ,© ثوابت . 
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يمكن وضع الحل على الشكل : 


a,x“‏ 3ظ ابر 
n=0‏ 
وبالاشتقاق نجد : 
ا (n+‏ 0 


ير يهو (1- عه (n+ oe)(n+‏ 3 = "ر 
بالتعويض في المعادلة نجد : 


LÎ نر‎ = 3 (n oc)(n+ عه‎ 1a, x? + 203 رم‎ D (r+ oe)a,x "7| 


x 3. a,x" Da,“ |= 0‏ + 
بإجراء عملي ضرب المتسلسلات ثم تجميع حدود قوي × المتشابهة نحصل على : 
x7?‏ وم9+ 20 €“ +(1- [e (cc‏ 


n=l m=0 


وهذه تتحقق عندما تنعدم معاملات القوى المختلفة ل× وبالتالي نجد العلاقتين: 


(ec (oc -1)+ » وم‎ + qa, =0 (v) 
(n+ c)(n+ oC “1a, - -3 +M)Pn-m + و‎ PF, (vi) 
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وحيث أن 0غ ره فرضاً . إذن العلاقة (۷) تصبح : 
أو 
do = 0 (vii)‏ + وم عه +(1- (ec‏ عه 
e +40 = 0‏ )م -1)- 2ع 


وتسمى هذه العلاقة بالمعادلة الآاسية (50118]1082 12010121) للمعادلة التفاضلية 
المعطاة وهي علاقة من الدرجة الثانية في الأس > » وعموماً لهذه المعادلة جذران 
», ر» يمكن تعيينهما بدلالة ,م ,ر أي بدلالة خصائص الدالتين (#)ط , (*)© 
وسنعتبر دائماً أن الجذر الآسي الأكبر هو ,»ه أي ر»<,عه 

أما العلاقة (11؟) فتعطي الصيغة التكرارية التالية : 


(n+ c\n+ oc —1) + (n+ وم(ء»‎ +Q, kb, + 32 |) -[,,؟ + ر_طص(ص+‎ 0 


m=0 


; n>1 (viii) 


ولتبسيط هذه الصيغة نرى أن معامل ,ه يمكن كتابته على الصورة : 
(n+ c\(n+ » -1)+ (n+ e)p, + q, = nr + 2 <c -(1- 8)]‏ 
وذلك يأخذ بعين الاعتبار المعادلة الآسية ولدينا من المعادلة الآسية أيضا: 
وم -1= oC, +c‏ 


إذن معامل ,© يكتب على الشكل : )»= بعه سد n(n + 2 cc‏ 
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وبالتالي تصبح الصيغة التكرارية على الصورة : 


n~} 
R(n+2 oc ~o, ~a, + 32 |) 000 + 94, =0 (viii) 


m=0 


وللحصول على معاملات الحل الأول للمعادلة نضع كل ,> بدل > لنجد الصيغة 


التكرارية : 
اعم 
+M)Pa-n + qn-m [= 0 (ix)‏ بع 224 + ,6 م اكت n(n+‏ 
m=0‏ 
وبوضع (×) © > رع - رعه 
تصبح الصيغة التكرارية للحل الأول: 
ام 
(xi)‏ 0=]„-,4 + مرصل:+ 8)a, + 2 ay l(c,‏ + مم 
m=0‏ 


وهي علاقة خطية بين المعاملات ره,,4, ES‏ 
بدلالة ,4 » ثم بالتعويض في الحل المفروض نحصل على متسلسلة الحل الأول. 
ولكن هذه المتسلسلة لا تمثل شيئا إلا إذا كانت متقاربة. ولنبرهن الآن أنها متقاربة. 
بما أن المتسلسلة |[()5|| , |()م| ”| متقاربتان من أجل .۸ > || . 

فإن لكل من هاتين المتسلسلتين قيمة محدودة في هذا المجال. لتكن 1 قيمة محدودة 
وأكبر من هاتين القيمتين في المجال > |×| حيث ١>۸,‏ : 

لذأخذ المتسلسلتين : 

xP(x) = p, + Px + PX + a.s... 


x Q(x) = qay + qx + ديه‎ + sass 


(xii) 
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وبأخذ القيم المطلقة للحدود نجد : 





E‏ "عد | |p,‏ +--+ |2 ||وصا+ |p,ll*|‏ + |مم|> إص)م|دا 





x" |+ 211 











+l.‏ ...ل QC = lao| + la, lx] + lax?‏ دا 


ومن أجل : 7= || نجد أن: 








2K (xiii) 
214 r" <K : 
K K 
امم‎ 7 ٠ وبالتالي : > ,وا‎ 


وبأخذ القيم المطلقة لحدود الصيغة التكرارية والتعويض بالعلاقة (111<) نجد: 
K‏ در 
n(n + S)la,| > >, |a, | (ec, +m +1) (xiv)‏ 
m=0 r‏ 
وإذا أخذنا متسلسلة معاملاتها ,8 تحقق العلاقة : 


اسم 
(xv)‏ کر + +m‏ رعه) n(n + 8)b, = 3b,‏ 
m=0‏ 


ويكون : 
,»| < 4 
حيث الصيغة التكرارية لمعاملات ,8 هي: 


n(n + 0)b, - 0 - 1 . . عد 5 اد قد‎ K(nt eb ,و06‎ 
r r 
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والذي يعطي : 





bı _ (1-1 -1+8) جم‎ 
8 7+ 6١7 n(n +6)r 
: إذن‎ 
b 


lim 2# = 
هجم‎ D,- 





(xvi) 


صم |[ > 


أي أن نصف قطر تقارب المتسلسلة 5 حيث : 
S = b,x"‏ 

هو [1. 

وبما أن ,5 ك |,#| إذن المتسلسلة ”,302 متقاربة أيضاً ونصف قطر تقاربها ليس 

أصغر من : . وبما أن + هي أصغر أو تساوي .۸ إذن المتسلسلة متقاربة من أجل 

۸ > || وبهذا نكون قد عينا إحدى حلي المعادلة المعطاة. 


dn 








(x)= د © ,2ر2 “ع‎ (xvii) 
: > أما لتعيين الحل الثاني نعوض في الصيغة التكرارية كل ,» بدل‎ 
ام‎ 
n(n - ره ر< + ره(ة‎ (m+ 0-[,,و+ مره(ي»‎ (xviii) 
m=0 


وهنا نميز ثلاث حالات رئيسية الأولى كون 6 عدداً غير صحيح. والثانية كون 8 
غندا صحيحا والثالثة كون م :معدوها , 

الحالة الأولى: 5 عدد غير صحيح Positive Integer‏ ع 8 c=‏ - ,عه : 

في هذه الحالة » يختلف جذرا المعادلة الآسية بقيمة لا تساوي عدداً صحيحا أي أن 


. ع 6 جرمه - رع‎ Positive Integer 
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في هذه الحالة يناظر الجذر الآسي ,©» متسلسلة الحل على نمط متسلسلة الحصل 
الأول: 
)x×( = × <a, ) (× (xix)‏ يبر 


وواضح أن الحل (×) رر مستقل خطيا عن الحل (×) ,ر لأن النسبة بينها لا يمكن أن 
تساوي ثابتا بأي حال من الأحوال طالما تحقق الشرط 10216861 * 8 = ر - ». 
الحالة الثانية :- 8 عدد صحيح N‏ = 6 د رءه - ر 

في هذه الحالة لا ينعدم معامل ,2 في الصيغة التكرارية (111/*) طالما 8 > م . 
ولكن عندما 5 = ۸ نميز حالتين: 

أولاهما: 

أن يكون الحد الثاني في الصيغة التكرارية معدوما. وعندها تصبح وه غير معينة 
فنختارها صفرا ونوجد بقية الثوابت بدلالتها وبذلك نحصل على الحل الثاني للمعادلة. 
ثانيتهما: 

أن يكون الحد الثاني للصيغة التكرارية غير معدوم وعندهما تصبح وه مساويه 
اللانهاية. وبالتالي تصبح بقية المعاملات ,© من أجل 5 <” مساوية اللانهاية 
أيضا. وهذا يعني بأن فرضنا للحل على شكل متسلسلة من النوع 
",8 “× = بر خاطئ. ولا يوجد حل ثاني من هذا الشكل. 

ولمعرفة الحل الثاني نلجأ لتخفيض مرتبة المعادلة بعد معرفة حل خاص لها وهو: 


)x”‏ ,<( ,4ر2 x“‏ کر 


n=0 


وبإجراء تغيير في الدالة كما يلي: 


ند بر 
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تصبح المعادلة التفاضلية : 





, 2 
0= | وم ب وا 4-2 
dx 0 dx‏ 
ھر 
BB]‏ +4 - 2 
¥ 


وبالتالي فالحل العام للمعادلة هو : 
y= Ay,(x)+ By» (x)‏ 


رمام 2 


6 
مب ]| (#) ر = رر 
122 
ولإجراء هذا التكامل ومعرفة شكل هذا الحل نتبع الخطوات التالية : 
بما أن ,»,,ه جذرا للمعادلة الآسية إذن: 


وم 1 ديه + cC,‏ 


6 رع - ¢ 


ومنه إذن : بعه 8-2 1 2ت P,‏ 
-(....... درو (pg‏ - )م] - 
ولدينا: | ا €= 0 6 
dx‏ 
...درم p(x)ax - I(2 -1-8(7— (p+‏ | - 
أو : +101[ م ا ر 
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x 
والحل الثاني يصبح على الشكل:‎ 
توص خرص )ل حي قا رك ير‎ A Jax 
yJ = ESE 
: واختصارا نكتبه على الشكل‎ 


XxX 
لر = ور‎ (E ax 





- |) رم‎ + px+ E Jax 
سس )ل‎ 
(a, +a + aX? ل‎ )ً 
فرضا . وبالتالي يمكن كتابتها على‎ do وهي دالة ت تحليلية عند النقطة 0 = × لأن معد‎ 
شكل متسلسلة قوى:‎ 
"دورج - (م)ع‎ 


حيث عم 
do‏ 


وبالتعويض نجد الحل الثاني: 
jr yg, x" ax‏ = وير 


= ر‎ XZ g,x" "ax 
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إذا لاحظنا أن معاملات ,ع عندما 8 =۸ هي > وتكاملها جم! فإن ررر يكتب 
2 





: على الشكل‎ 
A f n Bn n 
Y2 چ بد رد‎ +g, و رارم‎ ١ 
زوع = رل‎ (x)In|x| + كبر‎ 3e, ر(‎ )x” (xx) 
n=0 


وهنا كما نرى فإن الحل الثاني يحتوي على الحد |×|م! وهو غير قابل للنشر بجوار 
0 -*. 

ونستنتج من ذلك أن الحل الثاني يحتوي على |×إما إذا كانت 0 رع ٠‏ أما إذا 
كانت © = و فالحل لا يحتوي على |<|1 وعندها يكون الحل على شكل متسلسلة 
نحصل عليها بتعويض ,عه بدل > في الصيغة التكرارية . 

أما إذا كانت رع غير معدومة فالحل لا يعطى بشكل المتسلسلة المفروضة لاحتوائه 
على |«ام! . وعندها نبحث عن الحل الخاص الثاني بطريقة التخفيض . 

الحالة الثالثة : 0= 8 ديع - رعه أي رمد عه 

في حالة تساوي جذرا المعادلة الآسية يكون: 0- ”,و4 - ”(1- ,م) 
وعندئذ يكون الجذر المزدوج هو: 


1 
> 20 - 5,0 


في هذه الحالة لا يؤدي الجذر الثاني يره-,ه إلى حل جديد يختلف عن (×),ر. 
ولا بد من تعديل تفنية الحل بحيث نحصل على حل جديد (×) ,بز مستقل خطياً عن 
(3)ربر. 
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ونعود مرة أخرى إلى المتطابقة (107). 
b,x? +‏ م + وورعه +(1- عه) L[y]= le‏ 


(rr جمالك‎ e-1, + Deme. +a, pe" =0 


n= 


نرجئ إلى حين مساواة معامل أدنى قوة “× بالصفر [تلك المساواة التي تؤدي إلى 


المعادلة الآسية ] نبدأ بمساواة القوة التالية “× فنحصل على : 
١ - 1 (©‏ ال ا ا 2 س 0 
(e +1( + ©,‏ رم + (1+ ce (<c‏ 


بمساواة معامل القوة “× بالصفر نحصل على ره بدلالة ره ,,4,» ثم بالتعويض عن 
,۾ بدلالة ,» من العلاقة السابقة يمكن كتابة العلاقة ,ه,,ه,» على الصورة : 


م64 ) ,ل = a,‏ 

وعموماً يمكن كتابة العلاقة بين المعامل ,© والمعامل,© على الصورة : 
a, = Fy (<)a,‏ 

ويمكن كتابة متسلسلة الحل (متسلسلة قروبنيوس) على الصورة : 


]....... + #بو(عه) a,x“ [I + F (oc)x + F,‏ = (عه ,ند )بز 


= “لامو‎ 1 + SF, | 


أدبم 
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وعند التعويض بهذه الدالة (©©,<)/ر ومشتقاتها في المعادلة التفاضلية فإن كل الحدود 
في الطرف الأيسر ستنعدم إلا الحد الذي يحتوي على 2« (أدنى قوة). 
وبالتالي نحصل على : 


L(y) = )برا‎ <:, [> a, |» (o -1(+ < p, + “يز رو‎ 
رلا‎ =4, (®? Xp, -1( رهدعه‎ (“2 , 


ونفس الشيء نحصل عليه من المتطابقة السابقة (××) بمساواة جميع معاملات قوى × 
بالصفر عدا معامل أدنى قوة “× 
وحيث نر ا الآسية فإنه يمكن كتابة الطرف الأيمن للمعادلة 


(أ××) على الصورة : 
L[y(r,e)]= (e - «<, ) a,x? (xxii)‏ 
حيث ,عه هو الجذر المزدوج للمعادلة الآسية ويعطى بالعلاقة : 
( ,م -1) = 
2 
والآن نريد أن نبحث عن الدالة (*«)بر التي تحقق المعادلة التفاضلية : 
.L[y]=0‏ 
واضح أن الدالة (,6ه,*)برع ,بر التي نحصل عليها من العلاقة : 
(xxiii)‏ #برز(عه) 0 + 1 dX‏ = (عه ,)بز 


m=} 
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وبوضع »= نجعل الطرف الأيمن في العلاقة (1××) منعدما وبالتالي تتحقة 
المعادلة التفاضلية 0 -[لا]آ . 
فيكون الحل الأول لهذه المعادلة التفاضلية هو (,©ه,*)بر ,يرا. 


| “درسم رم ار +1 | (=x‏ حيث 1= ,4 
m=]‏ 
نبحث الآن عن حل أخر (×) رر يحقق المعادلة 0=[ر][. بوضعع 1= ,ه في 
المعادلة (أ×») ثم نفاضل الطرفين جزئياً بالنسبة إلى » على اعتبار أن (6,د)بر 
دالة من متغيرين مسنقلين ×,» وبالتالي فتبادل التفاضل بينهما قائم أي أن : 


2 
> Ly(x, e0] - 2p + بردم‎ + g)x(y[ = ر ا‎ 


داص و 0 )+ ا عه =e ex |= 2(ec‏ 2 


وواضح أن الطرف الأيمن لهذه المعادلة ينعدم أيضاً بوضع | = ممايعني أن 





الدالة (×) يبر حيث : 5 9 )رر 
ع (e‏ رف ل "+ إ1 0ه ر = 


هي أيضا حل للمعادلة التفاضلية 0 =[ر]1 . 


308 


2- الطريقة العملية لإيجاد الحل بجوار نقطة متغيرة منتظمة. 


لقد أثبتنا فيما سبق وجود حلين مستقلين خطيا للمعادلة التفاضلية بجوار نقطة منفردة 
منتظمة ونلخص خطوات العمل لإيجاد هذين الحلين فيما يلي: 


1- نفرض أن للمعادلة حلا من الشكل: “برل حبر 
7-0 
التكرارية. 
2- نحل المعادلة الآسية ونوجد الجذرين ,»,ر» حيث ر,»<|,» » ئلم نعوض 
الجذر الأكبر ,» في الصيغة التكرارية ونوجد الحل الأول بدلالة ثابت اختياري. 
3- إذا كان الفرق بين ,»,ر» عددا غير صحيح » نعوض ,» بالصيغة التكرارية 
ونستنتج الحل الثاني. 
4- إذا كان الفرق بين ,»,ر>» عددا صحيحاء نعوض ر بالصيغة التكرارية ونوجد 


حيث م02 ونعوض في المعادلة التفاضلية, ثم نوجد المعادلة الآأسية والصيغة 


المعاملات ,©,42, ........ حتی ره فإذا كانت جميعها معيئنة حتى ,4ه فإن 
رمم يبى4.,...... تصبح معينة وبالتالي نستنتج الحل الثاني. 


إما إذا كانت ره غير محددة نلجأ إلى طريقة تخفيض المعادلة بعد معرفة الحل 
الأول أو نستخدم الطريقة المبينة في المثال -22-. 
5- إذا كانت ,عه ,عه : في هذه الحالة نتبع الخطوات التالية: 


أ- نحسب قيمة الجذر المزدوج (,م - 201 = رعسم . 


ب- نستخدم طريقة فرويتيوس لإيجاد الدالة (©ه,+)بر (111:*). 
ج- نضع ,»= في (.*#)بر لنحصل على الحل الأول (*)رمز : 





x, (‏ )ر = (*) رمس 


اتنتنا 
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د- نفاضل (,*)بر جزئياً بالنسبة إلى > ثم نحسب قيمة هذه المشتقة الجزئية عند 
عه فتكون هي الحل الثاني (*) ولز: 


(ع0 ,د )م8 
ع ا - (2*) وير 


ويكون الحل العام للمعادلة 0 =[ر]] من الصورة : 
(3) ونرظ y(x) = Ay,(x)+‏ 

ملاحظات :- 

1- الحلان (×) ,بر.(*) وبر مستقلان خطيا لان النسبة بينهما ليست ثابتة بل تعتمد 
على × ويمكن التحقق من عدم انعدام الرونسيكان لها تطابقيا . 

2- يمكن وضع الحل الثاني (*) ,بر على الصورة :- 

(e, x"‏ ,2 اح (x)In|x| + x*‏ ر =(×) وبر 

حيث المعاملات ,8 تختلف عموما عن المعاملات ,ه التي تقابل =o,‏ 

3- يمكن بالتعويض عن هذا الحل الثاني ومشتقاته في المعادلة التفاضلية › تعين 
المعاملات ,3 . ونلاحظ أن الحدود المضروبة في |«امط! تلاشي بعضها البعض. 

4- لحل المعادلة التفاضلية غير المتجانسة(»)۸ = ر(»)Q‏ + /بر(ءد)ط + "ر =(ر)L‏ 
حول نقطة متفردة منتظمة للمعادلة 0 =[ر]1 نوجد الحل المتجانس (×) ررر 
باستخدام طريقة فروبنيوس حسب طبيعة جذري المعادلة الآسية ثم نستخدم طريقة 
لاغرانج لتغير البارومترات لحساب الحل الخاص (*) ملز. 

5- لقد وجدنا انه عندما تكون 0 = م نقطة متفردة منتظمة فان المعادلة التفاضلية 
تكتب على الصورة ج 
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“+1 دم ره‎ )y + Za," )y=0 
-: وبضرب الطرفين في ”× نجد‎ 
)11( × بر[ ”× ,4 + برل "ديم اعد + ”ر‎ =0 


وهي تشبه معادلة اويلر 11116 » أوان معادلة حالة خاصة منها وذلك عندما تكون: 


)12( x "ر‎ + py + =0 : أي‎ 


6- من شكل حل المعادلة نلاحظ انه إذا كانت ,> ,ر>» عددين صحيحين موجبين › 
وكان الحل لا يحثوي علي |×إم! فالنقطة 0 = × تكون نقطة عادية للحل العام 
رغم كونها منفردة بالنسبة للمعادلة التفاضلية . 

ينها ]ةا كان كلمن نه عه اکا ا عور ج ل كان لدل العام عسوي 
على |«إدا فالنقطة 0 = م« هي نقطة منفردة للحل العام » علماً بأنها أيضاً منفردة 
للمعادلة التفاضلية . 

نستنتج من ذلك مايلي :- 

إذا كانت النقطة ,× نقطة منفردة للحل العام فهي أيضا منفردة للمعادلة التفاضلية » 
أما إذا كانت النقطة منفردة بالنسبة للمعادلة التفاضلية فليست بالضرورة أن تكون 
منفردة للحل العام . 

7- لا يمكن الحصول على الحل العام للمعادلة التفاضلية بجوار نقطة منفردة غير 
منتظمة بطريقة المتسلسلات . 


311 


3- أمثلة مختلفة محلوله 


مثال -21- : الحالة الأولى :- 
حل المعادلة التفاضلية التالية :- 


0 = ر( × - 1) + “رود - "ر×2 


1 
لدينا : 





xX 1 ~~ ¥‏ 
2 اللي = هت انييس = 5 P‏ 
2x 2x ,)( 2x‏ (( 
1 
واضح أن 0= × نقطة منفردة منتظمة لان كل من -- xP()=‏ 7 
(=x)‏ - )0ن دالة تحليلية عند 0 = × نفرض حلا على الصورة : 
0ع ,0 1 3 E SDI‏ 


إذن : 


-1Q, x2‏ عه جم)(عه 31 ح ”نر ”ير وزع + رح = ابل 
بالتعويض في المعادلة التفاضلية المعطاة نحصل على :- 


2x? 3 (n+ c\(n+ c اكير 2 ”ير و(1-‎ (n+ ”ير وزع‎ 
+ (1- x) Q, x“ =0 () 


بتجميع حدود القوى المتشابهة والقسمة على “× نحصل على :- 


2(n+ eXn+ e -1)- (n+ c)+1R,x" = YQ, =0‏ رج 


312 


للحصول على المعادلة الآسية نساوي معامل اصغر قوة (×) ب الصفر ونذكر أن 
Qo #0‏ 
(ii)‏ 0= 1+ ¢ -(1- ¢( » 2 


بمساواة معامل x"‏ بالصفر 


0= ي,©- ,11+(» (n+‏ -(1- عه +مم)(عه [2(n+‏ 
1 


50 7 ا ت 

Q, (n+ عه 1()20+2- عه‎ 1 4 7 
1 

| 5 > د 

ود (fi)‏ عه )3+ » 2 + 1()20+ عه (n+‏ ,8 


وهذه هي الصيغة التكرارية والتي تعطي المعاملات الزوجية ,©.,0 » ... بدلالة 
المعامل 0 : ,© كما تعطي المعاملات الفردية ر©,,0 ٠‏ ... بدلالة المعامل © الذي 
هو غير معرف لذلك نساوي معامل × بالصفر في المتطابقة (1) 

فنجد أن :- 0= ,1[0+( +1( -)1- « +1)(» +2)1] 


أي e + oc +1)Q, =0 (iv)‏ 2( 
نحل المعادلة الآسية للحصول على الجذرين الآسين فنجد أن ؛- 
1 
ا كد و = 


حيث أن الجذرين يختلفان بقيمة غير صحيحة " الحالة الأولى " إذن فكلا الجذريسن 

1 1 ' 
سن قد يعطي حلا مستقلا خطيا عن الآخر . وواضح قبل كل شئ أن 
قيمتي © تحققان المتطابقة(«) وبالتالي يكون 0= ,© ومنه تكون جميع المعاملات 
الفردية معدومة حسب الصيغة التكرارية (7) . 
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الحل الأول (×) ,بر :- 


. Qo 
ا‎ 
"°  (n+22n+5) " 


n=0 Qر‎ = ,و0‎ 





0م 


وهكذا يكون الحل الأول هو :- 





09 اليد ضيه # تلو وت 0-0 
م 2459 JiJ Aa = oR FS‏ 


الحل الثاني (×) وبر 
e 2 1‏ 
نعوض عن --2> م الو التكرارية من الضورة 2 


1 
ra جر‎ 2700+3[ 7” 


1 
=0 ره‎ =— 0Q 
2 23 “° 
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1 1 
A= 1 = حر کے‎ 
Q4 4.7 0 2.4.3.7 Qo 


1 1 
n= 2 7= عه ملسست‎ E E 
Qe 6.11 Q4 2.4.6.3.7.1 Qo 


وهكذا يكون الحل الثاني هو :- 





E E x 
».) 14 23 2437 2437I TT (vi) 


ويكون الحل العام للمعادلة المعطاة من الصورة :- 





4 
a OES 1+ Î 


4 2× 
مح ةن RE‏ 
2437 7 23 


حيث أدمج المعامل , © في الثابتين الاختياريين 4 ,8 ويكون هذا الحل متقارب مسن 
اجل جميع قيم حيث 0< |:| لان »= ۸ . 


(vii) 





مثال -22- الحالة الثانية :- 
حل على هيأة متسلسلة كل من المعادلات التفاضلية التالية حول 0 -م : 


]م 0= بر - 'ر(× - )عد + "ر × 


4x? "ر‎ + 2x)2 + 'ر(×‎ + )3× - 1(y = 0 ج2‎ 


315 


الحل :- 
واضح أن 0 دعر .نقطة متفردة منتظمة لكل من المعادلتين السابقتين وبالتالي نفرضص 


حلا من الصورة :- "د رج x‏ =(x)رy‏ 

مير وإ مه جو( و5 y= (ne, y=‏ 

- بالتعويض عن لالز ين في المعادلة المعطاة وتجميع حدود قوي × المتشابهة 

والقسمة على “× نجد أن :- 
0= "بر روز (n+ c)-1Q,x" - (n+‏ +)1- ء جوزء J [(n+‏ 
بمساواة معامل أدنى قوة ( '+) بالصفر على المعادلة الآسية : 
1=0- 2»ج 0غ ,© , 0-,1-» +(1- ( | 
أي : 1-دي»,ى 1=« 
وهو عدد صحيح موجب ce, - c= 2 = Positive integer‏ 


لذلك نحسب أولا (» ,)بر حيث نرجئ إلى حين التعويض بجذور > . بمساواة 
عامل ب القن تحضيل على الضنيقة التكرزارية”: 


1 
` p+ +1 


Q, Q احم‎ 


1 1 5 1 
0 NE 0 0 [0 = 


(43e +1) eC +4) +3 +2( 
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ومنهة تكون الدالة - 
dox +‏ = و تر x‏ > (عه ,)ر 


e 


2 5 
,)ر =(×) ,ر‎ e( 8 rs ّ Î 








وواضح انه لا توجد مشكلة في حساب (*) ,بر على نمط (×) ر ويكون الحل العام . 
من الصورة اي دين ليوات ون وار 
XxX xX‏ 
والذي يمكن وضعه على الصورة 6 
x‏ ,1 
(x)= —[4,e” + 4, (* +1]‏ 
2-نقوم بنفس الخطوات بالنسبة للمعادلة الثانية فنحصل على :- 


3 (n+ cn+ عه‎ -1( + 4(n+ c)-1}a, n" + 3 2(n+ »(+ 3a," =0 


317 


بمساواة معامل أدني قوة ("») بالصفر نحصل على المعادلة الآسية :- 
0 ,0,2 = مط 1- ع 4 +(1- ») » 4[ 


لسعم کا اک اعد 4 
2 2 

ويكون لدينا عدد صحيح موجب 1ح ره - ,»= 8 

إذن نحن بصدد الحالة الثانية أيضا . 

بمساواة معامل × بالصفر نحصل على الصيغة التكرارية :- 


1ے ا( 
2(n+ »( E‏ ا 4(n+ e)‏ 
إذن : 
0 لافيت فب e‏ 
° 2+1 1°-(1+&2 ' 
e‏ بعد لسوت 04 
° (1+ 32+ »2) ° 1-(2+)2 ° 
1 1 
E 2) +3)-1 e (2 oc +52 «< +32 «< +1)‏ 
وهكذا . وعليه يكون : 


ع ا 
EE Del. Ce GOI‏ 


والحل الأرل (x)‏ يقابل ج = نأخذ 1= d0‏ 
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e) |‏ )ر - () مر 





2 3 
+ ظ‎ ORS 1 


هنا لا يمكن الحصول على(*) ,در . بنفس الطريقة . لأنه هناك صعوبة في معامل × 
حيث يصبح لانهائيا لو وضعنا س ولسلجدطى كنا اھ إن 
الطريقة التالية :- 
نضرب (©,*)بر في (ر» - ©) ثم نوجد قيمة المشتقة الجزئية لحاصل الضرب 
بالنسبة إلى » فيكون ذلك هو الحل الثاني (×) وبر عندما رمد 
ا 6 
اين :)ر( رe‏ - )> =() رر 
oC‏ 
كما يمكن فرض الحل الثاني من الصورة التالية :- 
a,x” 0)‏ )3 كعد + (x)= y, (x )glnx‏ وبر 
حيث المعاملات ,7 والثابت ج تعتمد على طبيعة المعادلة التفاضلية المعطاة . 
ولتعيينهم نعوض بهذه الصورة في المعادلة التفاضلية . ا 
لنحسب أولاً لدالة :- 
1 
(x,e)ر(1+ e) = 26 oC‏ ,)رز و - (ec‏ 


+2 +3 


xX xX ] 


1 
a E RR سكت‎ 
تع‎ TT Ga +52 43) 


وواضح أننا تخلصنا من العامل المربك (1+ > 2) من المقام . وبالتالي :- 
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6 + 1 5 3al" +2 اكير رماع( [بعه‎ Inx] 


عوه8 


1 2 
عير + 42+ 


Ges 2413 


1 ما xX‏ 1 عير )2+ 8 


)3+ كد 2) 2 #(قدعه 7)2(قدء 2) 





Inx 


+ 


بوضع - -ه نحصل على (») بر على الصورة : 


5 1 OEE 
«9= + er س ,ك‎ 1 0 E 
2 


| 5 دمر سلج + ٠-1‏ إعلء| 4(e)+ 4y,()=| 4 =3 4,1 x‏ - (عار 
| 0 00 2 1 1+ 
tT E‏ 
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مثال -23- الحالة الثالشة :- 
حل على هيأة متسلسلة كل من المعادلات التالية :- 


1- 0= ر + × - "ر × 

x(x -1)y" + Gx -1)y' + py =0 -2 
بور + 'ر + "بود‎ = 0 33 

الحل :- 


01د روباك رم 1 د (و)قر د ط- د زم 
XxX‏ 


02-1 - ,1ع و1 ()20 ج ل =( :)0 
x‏ 


واضح أن 0 = × هي نقطة منفردة منتظمة ولا توجد نقطة منفردة محددة أخرى 
وبالتالي يمكن الحصول على حل متسلسلة يصلح لجميع قيم 0<|«| علسى 
الصورة:- 

ر)x×(=‎ x“ 3> a,x" = ١3 a # 0 (i) 


بالتعويض عن بر ومشتقاتها في المعادلة قيد الحل نحصل على :- 

7 (n+ c\(n+ عه‎ -1)a, x? — x3 (n+ ca,x "+ a,x =0 
> (n+ oc \(n+ e -1(- (n+ oc) + 1,x"™“ =0 (ii) أو‎ 
-: بمساواة معامل ادني قوة بالصفر نحصل على المعادلة الآسية‎ 


[e (e -1(- موطا+د»‎ =0 , a*0 
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أي أن الجذرين الآسين متساويان . وبالتالي نؤجل إلى حين مساواة معامل أدني قوة 
بالصفر . ونبدأ بإيجاد الصيغة التكرارية بمساواة معامل ”× بالصفر : 


[(n+ c\(n+ oc -1(- (n+ +(عه‎ 1l, =0 (iv) 
(n+c-1) a, =0 , n>0 و‎ 


وواضح أن جميع المعاملات ,© محدودة من اجل7<1 . نأخذ 1= ره وعلى ذلك 
يكون الحل هو :- 


yx, (عه‎ = ax“ = x“ 
= 1 نحصل على الحل الأول بوضع‎ 
)ر د زمار‎ e( | = × 
= 1 للحصول على الحل الثاني نفاضل («) بالنسبة إلى > ثم نضع‎ 


Oy(x, »( 


۴ »6 -() وبر 


دما = X٣ nll,‏ ر 
ويكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة من الصورة :- 


4,x Inlx|‏ + عد رك (x)=‏ ونز رك + (x)‏ ,زرك - (عت)بر 


ملاحظات :- 
أ- يمكن أيضا فرض الحل الثاني من الصورة :- 


3J a,x‏ + دهاع () يبر 


ثم بالتعويض عنه في المعادلة التفاضلية يمكن تعيين المعاملات ,© 
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ب- يمكن أيضا الحصول على الحل الثاني باستعمال طريقة تخفيض المرتبة : 


2- 0 - برج /بر(1 - ×3 + ”ر(1- x(x‏ 








حيث (»«)مد (+)20+ دالتان تحليليتان إذن فالنقطة 0= مد هي نقطة منفردة 
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منتظمة . ويمكن الحصول على الحل على هيأة متسلسلة حول 0= ,ا ويكون على 
الصورة و 
a,“ , 0<|x| <1‏ > =)(x)رy‏ 


بالتعويض عن (×)رر ومشتقاتها قي المعادلة التفاضلية نحصل على: 


(x? - (87 (n+ عه جم)(ء»‎ =1)a, x? + (3x -1(5( (+ ocax 
+ ات‎ =0 


بعد جمع الحدود المتشابهة والقسمة على “× نجد : 
0= ”مروإوه جم + (1-عه سج وه جم[ -Y‏ "9+1 جمجة + (1-عه جم وه )22 
بمساواة معامل أدنى قوة ('-+*) بالصفر ( بوضع 0-/ في المجموع الثاني ) 
نحصل على : 

|» )» -1(+ رط»‎ =0 , a, #0 


إذن 0 = €= عوج 0 = o‏ 
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أي أن الجذرين الآسين متساويان . وبالتالي نرجئ إلى حين مساواة معامل أدنى قوة 
بالصفر وبدلاً من ذلك نوجد الصيغة التكرارية . نساوي معامل ”,د بالصفر وذلك بعد 


(+c +10], =0‏ + وه جه (1-عه جور)|- ره[ + هه جو)3 + (1-عه جوم هه جور)| 


5 (n+ cc)(n+ 1[+(2+عه‎ 


اذ a, =a‏ 
بق فسن )1+ عه (n+‏ 


n+ 
: أي أن جميع المعاملات متساوية وتساوي ,© . بأخذ 1= ,© يكون‎ 
y)x,e( = x 3a" = x“ +× + × | 


أو 0>|*|>1 , سل حبرت )ل 
3 


للحصول على الحل الأول (×) ,بر نضع 0 =» في عبارة (»,<«)ير 





1 
ج ,و اس 
حس = و |( ,)ر = y,)*(‏ 
للحصول على الحل الثاني (×) يبر نفاضل (»,×)بر جزئياً بالنسبة إلى © ثم نضع 
0= : 
6 و1 د 202 > () وبر 
2 -1 مه| 0% 








ويكون الحل العام من الصورة : 


1 
y() = 4, )3( + 4y, )( = حت‎ 4 + A4,lnx] , 0> || > 1 
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و A44‏ ثابتان اختياريان 0 
3- لدينا 0 = بور + 'بر + "رود 

1 

P(x)=—., Q(x)=1 

Xx 
واضح أن 0 = مد نقطة متفردة منتظمة ولا توجد نقط متفردة أخرى محدودة وعلى‎ 
:|| < 0 ذلك يمكن الحصول على متسلسلة الحل حول 0 = م التي تتقارب من اجل‎ 

x“ 3 a,x" = PDE‏ = («)نز 


بالتعويض من (*)بر ومشتقيها في المعادلة قيد الحل وتجميع الحدود المتشابهة 
والقسمة على “× نحصل على : 

a,x" =0‏ 3 + ”د يط( (n+‏ + (1- عه +بم)(عه +20 
بمساواة معامل أدنى قوة (٭) بالصفر وذلك بوضع 0= ۸ في المجموع الأول 


نحصل على المعادلة الآسية : 
ch, =0 , a*0‏ +(1- ع) »| 


أو 0 = €= 05 = 


أي أن هناك جذرا مزدوجاً . نرجئ إلى حين مساواة معامل أدنى قوة بالصفر . وبدلاً 
من ذلك نوحد الصيغة التكرارية . بمساواة معامل ”× بالصفر وذلك بعد تغيير الدليل 
في المجموع الأول والمجموع الثاني فنحصل على : 


+a, =0‏ ,+ عه (H+‏ + (عه +يم)(1+ عه [(n+‏ 
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1-2 0 04,2 3 1 ~~ = ,© @ و7 لے ی 
(عه (n+‏ )1+ عه (n+‏ 


ثري 


ومن هذه الصيغة التكرارية نحصل على ره, ڕه ,ىك .... بدلالة ره بينما .4,0,0 .,... 
بدلالة ,۾ . لتعيين ,»© نساوي معامل (**) بالصفر فنجد : 


[e (oc +1)+ oc +1], =0 


والمقدار الذي هو بين قوسين لا ينعدم من اجل 0 = وبالتالي يكون 0= ,» ومنه 
تكون جميع المعاملات ذات الدليل الفردي معدومة . 


: إذن‎ 
1 
ی ا‎ 
” | 7? 0 (2n+ e)? (2n+ ع‎ -2)2...(2+ o)? ° 
: ومنه يكون‎ 
Jy(x,) = x“ 3 a,x" = n ححص الات‎ 35 


28 
- )2 + ec)? عه جبر2)‎ -2(7 ...)2+ o) 
x x × 
E N SE اا‎ 171711 
(2+ *(عه‎ (2+ oc) (4+ oc) (2+ ec) (4+ *(عه‎ (6+ <) 
: بأخذ 1= ره يكون الحل الأول‎ 
ر اير‎ × 
37 (x) = تابر‎ (0 = 1 SHEE SFE E 


وللحصول على الحل الثاني تفاضل عبارة (» ,)ر جزئيا بالنسبة إلى » ثم نضسع 


0 عه : 
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4+2 ٠42 
لياه‎ = a,| x Inx — اط اس‎ e 
0 )2+ »(* (2+ © 


x XxX ×‏ 55 (ع ,)مرق 
E I =inx 1 TIE‏ 





x 1. “د‎ 1 1 Xx 
تي س( م4 +) + سح( +])- سداد‎ 
| + EFE 


ويكون الحل العام من الصورة : 


(<) ون يك + y(x<)= 4y, (x)‏ 
حيث ,4 , 4 ثابتان اختياريان . 
4-6 متسلسلة الحل حول نقطة منفردة عند اللائهاية : 
Series Solution About an Infinite Regular Singular Point:‏ 


فكق الحصشول غل فة الحل جوا نقظة رة ف عند الا اة 
التفاضلية التالية : 


Q)x(y = 0‏ + تررم + كير 


(13) 


باستخدام التفؤيطن 2 تضبخ اللقطة لشرد عند الللؤنياية مل تقطة الأصيل:: 
XxX‏ 


: ومنه يكون‎ 
dy _ 2ر _ عه ده‎ 
dx dz dx dz 
2 2 
Ce اط‎ 
ين‎ dz dz 


وتصبح المعادلة النفاضلية من الصورة : 
4d 4y 2‏ 
0= ره + 0 zp‏ - 2+ كك )14( 


ا E i‏ 0 -2 ثم نعوض في 
عبارة الحل عن 5 = 2 لنحصل على (×)بر من اجل قيم × الكبيرة . 
مثال -24- 

حل المعادلة التفاضلية الثالية بالقرب من © = × 

ف 0= مرج ةيرب "ر2 
الحل : 
1 
بام لوشن 0 


تصبح المعادلة التفاضلية من الصورة : 


و ل 
1ع( E‏ 


وواضح أن 0 - 2 نقطة منفردة منتظمة . 
وبالتالي نفرض متسلسلة الحل من الصورة : 


فلل #0 , a,‏ 3 = 
التي تتقارب من اجل 0 < |2| 


بالتعويض عن نر ومشتقاتها في المعادلة التفاضلية(أ1) نجد 
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0= "عو اكب ”م رورا+ cc‏ 2 + 2() +م)رح 
بمساواة معامل أدنى قوة ('-*2) بالصفر نحصل على المعادلة الآسية : 
cc (2c +1)a, =0 , a, #0‏ 


إذن : کر , 20 
0 1 - 1 اه 
ومنه 0 96 


إذن نحن بصدد الحالة الأولى : 
. أما الصيغة التكرارية فنحصل عليها بمساواة معامل (**”*) بالصفر أي : 


م ب ا ا 
+z)‏ عه 2 + م 1()2+ عه (n+‏ 
من اجل 0 -» نحصل على : 
dn‏ 
عو Ri‏ 
(n + 1)(2n + 3)‏ 
n do‏ 
(1-) = بيه 


(n + 1(!) 20 + 3()20 + 1)...G) 
ويكون الحل الأول : (1= ,ه)‎ 


7)2) 1 2 n!(3)(5)...(2” +1) 
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ومن اجل را - =» نحصل على : 


سه ےک بريه 
(n+1)2n +1) (n +1)!(3)(5)...(2n +1)‏ 


ويكون الحل الثاني : 
”0 بے 
n!(3)(5)...(2n + 7‏ 2 0 2 > (2): 


1 
وبالتالي يكون الحل العام بعد وضع - - ج من الصورة : 


1 ”(1- ف ش 
0 اص (1+ 2 0 1 e‏ 


+ 4| 1+ ا‎ 
mı 13,5,...(2n +1) x 


وهذه المتسلسلة متقاربة من أجل 0< × . 
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تارفن 
1- جد نصف قطر تقارب المتسلسلات التالية : 


o ك‎ n مه‎ x2” مه‎ 
كت 0 3(7-)ر2‎ 0 SE 32x" 


n=0 n=0 27 n=0 n! n=0 
: جد متسلسلة تيلور حول النقطة ,× للدوال التالية‎ -11 
e“ , Xx =0 (2) #طلد‎ . x, 0 (1) 


(3) 1= ™ك ,¥ (4) 0= ,س 


1- جد المشتقة الأولى ر والمشتقة الثانية ”ر للمتسلسلة : 


nr"‏ = تابر 


20م 
۷- تحقق مما يلي: 
a,(x-1)™" = 3 a(x =1)"‏ ,2 


n=} 


(n +2)(n +122”‏ = ”جره - )رح 


n=2 
n+2 _ n 
5 a,x = 0 2ر06‎ 


n=2 


n+p _ n+p+k 
Þ2 6 جم‎ 2 3 Qnrmak™ 
k 


n= n=0 
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۷- جد المعاملات ,ه في المعادلة : 


a,x" =0‏ ,2+ دمر 


1 
ثم جد المتسلسلة a,x"‏ 3 
1[- جد متسلسلة الحل في قوى (,- *) للمعادلات التفاضلية التالية : 
1- 0= × , 0عبر- "بر 
2- 0= × , 0= بر انور "ر 
3- 1= × , 0ع يراتور - "ر 
4- ثبت y"+k x y=0 , 20 , K=‏ 


1“ احسب (0<)”ثز , (,*)”بر , (0) ر إذا كانت («)بر هي حل مسالة 
القيم الحدية التالية : 


y"+xy'+y=0 , y(0)=1 , y0) =0 -1 
“بر‎ + (sinx)y'+(cosx)y=0 , y(0)=0 , y(0)=1 -2 


xy" +(1+x)y' +3) 0ع برجم‎ , y(1)=2 , y(1)=0 -3 
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1 - اثبت أن لكل من المعادلات التفاضلية التالية نفطة منفردة منتظمة عند 
0 > ,د . ثم جد المعادلة الآسية ؛ ثم جذري هذه المعادلة ثم الصيغة التكرارية »ثم 
جد متسلسلة الحل المرافق لأكبر جذر للمعادلة الآسية . وإذا كان الجذران مختلفين 
والفرق بينهما عدد غير صحيح . فجد متسلسلة الحل المرافقة للجذر الثاني للمعادالة 
الآسية : 

2xy"+y+xy 20 1 

xy" + حبر‎ 0 2 

3- 0= × + ر×2 + "ر×3 
×[ - اثبت أن لكل من المعادلات التفاضلية التالية نقطة منفردة منتظمة عند 
0 - × ثم جد جذري المعادلة الآسية ثم جد الحلين المستقلين خطياً من اجل 
0< : 


1- 0 = بور + و2 + "رر × 
2- 0 = بر( + 1) + ' ر×3 + ”ر × 
3- 0 = ر×2 + ارود + "ر × 


x انور4 + "ر‎ + (2+ x)y=0 2 -4 


×- جد على صورة متسلسلات بجوار النقطة اللانهائية » = × حلول المعادلات 
التفاضلية التالية : 


2 
(2 “D+ (2x? -3( بر - لك‎ =0 -1 
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dy‏ د42 
= 0 4 - = (4- )× - 2+ )2 
x×)×-4( J‏ حت 2 x )x‏ 


3- 0= ر( ب-1 + ب ب 


-1+(-OxlZ-« =0 -‏ 2-7 
4 0= به » اراك 1 +1- 8+ مد + در (x‏ × 


1- بين أن © - × هي نقطة عادية للمعادلة التفاضلية التالية : 


d ر‎ 


a )(7 = £ )4(‏ + -- کم ا 


إذا كانت الدوال ×2-(×) ,4× و x"f(x) , x“a,(»)‏ 
تحليلية عند 2-600 . 


1- بين أن 72-00 هي نقطة منفردة منتظمة للمعادلة التفاضلية التالية : 


0 = نز(+*«) يه + 'ر(×),ے + "ر 


إذا كانت الدالتان (*) 4× , (×) رے× تحليليتان بجوار 2-200 . 
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الفصل العاشر 


متسلسلات الحلول لبعض المعادلات التفاضلية الخطية الشهيرة 
Series Solurtions of some Famous Linear‏ 


Differential Equations 


الفصل العاشر 
متسلسلات الحلول لبعض المعادلات التفاضلية الخطية الشهيرة 
Series Solutions of some Famous Linear Differential Equations‏ 
×-1- معادلة ليجلسلر . Legendre’s Equation‏ 
معادلة ليجندر التفاضلية هي معادلة من الصورة : 
+1(y = 0‏ عه) 2x + e‏ - ”بر( 2« -1) )1( 
ثابت = ٥€‏ 1 


P= 2 1 o ا‎ 
“¥ 





واضح أن كل (2)2 , («0)0 غير معرفة عند ±1 = × ولك («)21(2 ×) 
و (×)±1(”©0 +) تحليليتان عند هاتين النقطتين › ولهذا ±1 = × نقطتان منفردتان 
منتظمتان . أما النقطة ٠‏ = × فهي نقطة عادية للمعادلة . والمسافة بين هذه النقطة 
العادية ٠‏ = × واقرب نقطة منفردة 1+ = × هي 1 ؛ إذن فنصف قطر تقارب 
متسلسلة الحل بجوار ×=٥‏ هو 1= ۸ أي أن المتسلسلة متقاربة من أجل 
.|x| <1‏ 

ويجب اعتبار 1- <» لأن إذا كانت 1- ك فإنه يمكن كتابتها من الصورة 
(6 +1)- => حيث 0< ى وبالتعويض في المعادلة التفاضلية نجد : 


© = بر[ + 8)8 + ' ر×2 - ”بر( ةجر - 1) 


وهي نفس صورة معادلة ليجندر 


336 


مسألة -1- 


1 - برهن أن متسلسلتي الحلين المستقلين خطياً لمعادلة ليجندر من أجل 1>إدا 
هما: 


on,‏ (1- 2+ ...)3+ )1+ 2066 + و ع6... (4 06-2760 ع So"‏ ا 
E‏ ا ل ا ا 





(- 1 ر ج190 ع‎ oC oC m+! 
)3( )ر‎ =× 0 1(c-3)...6c-2m + “زومت ع6... (شدعم) (2+عم)(1‎ 


2- برهن أنه إذا كانت © معدومة أو عدد صحيح زوجي موجب ”2 فإن 
المتسلسلة ,ر تختزل إلى كثير حدود من الدرجة 27 ؛ يحتوي على القوى 
الزوجية ل × فقط . ثم عين كثيرات الحدود المرفقة ل 0,2,4 66-2 . 

3- برهن أنه إذا كانت © عدد صحيح فردي موجب 27+1 -» فإن المتسلسلة 
وبر تختزل إلى كثير حدود من الدرجة 2+1 يحتوى على القوى الفردية ل-#2. 
ثم عين كثيرات الحدود المرفقة ل 1,3,5 -66. 


4- كثير حدود ليجندر ,2 هو حل لمعادلة ليجندر من أجل 7 -» والذي يحقق 
P,(1)=1‏ . 
باستعمال نتائج السؤالين السابقين نجد: (×) ,”ل , (×) ,2 , (×)۶ , P°,)×(‏ 
5- لنعتبر معادلة لابلاس في الإحداثيات الكروية (6,4,) : 
2 
0- )زا + وو + LP + cang‏ (4) 


حيث 0>0>7 و 11 عدد صحيح . 
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أثبت باستخدام التعويض ل ٠‏ 05# -* و ((×) ۴)١”‏ = ر أن المعادلة (4) 
تصبح من صورة معادلة ليجندر (1) من أجل »عع 


6- أستنتج أن كثير حدود ليجندر (×) ,۶ يمكن أن يوضع على الصورة : 





1 2 -1" “ A= 0,2. 


= وام )5( 


7- أثبت أن مسجم P (OP,‏ | إذا كانت برغ بر 


8- إذا كان لدينا (<) ,© < = («)كر ؛ فأثبت أن : 





م م کے , 


الحل - 
1- نفرض حلا من الصورة ",¥ = ر 
وبالتعويض في المعادلة التفاضلية (1) وبعد تجميع الحدود المتشابهة نجد : 


n(n -1)a,x"? =0‏ 3 + "عرط(ا+ ») ع جيه - (1- سم ]رق 
ولحساب معامل (”*) نغير في المجموع الثاني الدليل 2 +م ج م فنجد : 
o‏ = "عد ره + س)(1جم) YJ‏ + "درط اج مم راج (ec‏ ]رج 
بمساواة معامل ("*) بالصفر نحصل على الصيغة التكرارية : 


 _ (c-n)(c+n+1)‏ (ا1جمم - عر 


ne2 (n+(n+2) ”"  (n+I(n+2) 7” 
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وواضح أن المعاملات ذات الدليل الزوجي © و,©:26.... تعطى بدلالة المعامل 
م . كما تعطي المعاملات ذات الدليل الفردي بدلالة المعامل 2 . 


(e +1)‏ ى 
1.2 


= رق 


(3+دع)(1+ع)(2-ع6) co‏ 0068 (3+ »2ع _ 
1.2.3.4 اك 3.4 ق 


0 


0 (كدعم)(ل-ع)‎ 0 oc (c—2)(cc -4)(c +1)(cc +3)(ec +5) 


74 
56 1 1.2.3.4.5.6 


7 (2m)! 0 


وكذلك بالنسبة للمعاملات ذات الدليل الفردي : 


_ _ ) -1() +2( 


23 1 


__ e-344 ر‎ e-240 
4.5 23.4.5 


1 


(cc —5)(ec 6) EE (< -—1)(ec -3)(ec (6دع)(4+ع)(2+)(5-‎ 1 
67 > 7 ا‎ 
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وهكذا من أجل 1+ 2۳ = ۸ 


لس ع4(...)6+ عه)(2+ عه)(1 + :2 عه)...(3- عه)(1- (e‏ „ 5 

Q2m+1 ٠ ( 1) 
(2m+1)! 

ويكون الحل العام من الصورة : 


ا 12m‏ ع6... (د عم (1+ع2(60+ورر6-2.. . (4-عم (2-ع0) عه +1 4= J‏ 





ورف ع6... (شد 2+ 1+ و2 ع6... (3 )- + + 


(30) ولا به + (36) a,‏ = 
2- إذا كانت © =0 في هذه الحالة تصبح المعادلة من الصورة : 


0ح “و2 - بر( - 1) 


nA 
7 : وتصبح الصيغة التكرارية من الشكل‎ 
4 1 


ونلاحظ أن المعاملات ذات الدليل الزوجي معدومة عدا ,© . فتصبح المتسلسلة 


(3) إل عبارة عن كثير حدود من الدرجة صفر . 





0,2 a 


7y, (x) =1‏ 
إذا كانت عدد زوجي صحيح  oc= 2n : ٥=‏ 
نلاحظ من عبارة (×) ,ر أن الحدود تصبح معدومة من أجل 7+1 2 72 وتكتب 


في هذه الحالة من الشكل : 
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y= ا ا ل عدن‎ 12m" 


وهي عبارة عن كثير حدود من الدرجة 27# ويحئوى على القوى الزوجية فقط ل × 
في حالة 2 -»ه فأن 51 70 و 1-3 = 3# 1-2 د )ر 
في حالة 4 = فأن #5 و 4.25.7 + 45 1=( y‏ 

ر 1-10 = 


3~ إذا كانت عدد فردي صحيح = : 1+ c= 2n‏ 
نلاحظ من عبارة (*) وير أن الحدود تصبح معدومة من أجل mzn+1‏ 
وتكتب في هذه الحالة من الشكل : 


2 ع6 . (4+ عم) (2+ ع0 (1 + ورف ع6... (3- 66 (1- Te‏ امات 





اه > )ين 


وهي عبارة عن كثير حدود من الدرجة 2+1 يحتوى على القوى الفردية بالنسبة ل 


× . 
في حالة 1-© فأن × = (×) رر 
في حالة 3=» فأن 2 - × = )رر 
في حالة چ فان و پر به = (×) وبر 
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4- نعرف كثير حدود ليجندر بأنه هو حل على صورة كثير حدود لمعادلة ليجندر 
بحيث 7 -ه والذي يحقق الشرط 1-(2,)1 أي انه لا يحتوي على المتسلسلة 
المتباعدة عند 1= × أي : 

صفر أو عدد زوجي صحيح = : (03[,© 


0=) 


عدد فردي صحیح = : (30) ول[ ,0 


حيث ,ر, رر هما عبارة عن كثير حدود كما رأينا في (2و3) 
في حالة 0= : 1 (*),م ج ,مع (م) ب ج 1 - (*) بر 
في حالة 1 96-2 : ع (م)2 > + ,ع (=x > PF (x)=‏ وير 
في حالة 2ك : 
Gx? -1(‏ - )رم ج ( 322 -1) ,4 = (٭) ر۶ < 1-3×7= () ,ر 
في حالة 3 = : 


1 5 5 
P (0 =a, 62-3 2, 00-2 5 -3×(‏ 2 =( )رر 
ويمكن إثبات أن العلاقة العامة هي : 


/2[ 1 k ك‎ ١ 
م‎ (x) 1 ( 1 (2n 2k)! 728 
2" 2 k(n = R)!(n — 2k)! 


حيث [2/] برمز لأكبر عدد صحيح أقل أ و يساوي 7/2 


ومن ملاحظة عبارة ٨,)×(‏ من أجل # زوجي أو فردي يمكن أن نشت أن 
"(1-) = (1-) ,م . ونترك ذلك للطالب . 
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5- يلعب كثير حدود ليجندر دوراً هاماً في الفيزياء الرياضية وعلى سبيل المثال عند 
حل معادلة لا بلاس (معادلة الجهد) في الإحداثيات الكروية نجد المعادلة : 


4E cog FO + جو‎ P(e) =0 


حيث 7 > 0 > 0 عدد صحيح موجب . 
باستخدام التغيير ‏ =× و (× وم)/ -(«)ر دير نجد: 


y' cos‏ - م "sin‏ م 2 '.sin‏ لك لت 
0 حم ر do‏ و 511142. dedo Jy‏ 00 


بالتعويض في المعادلة نحصل على معادلة ليجندر 
(1-x?)y"-2xy'+n(n+1)y=0 , a=n‏ 


6 - ليكن كثير حدود ليجندر الملحق المعطى بالعلاقة التالية : 














d" 2‏ 
17- 
dx" 8 )‏ ام ”2 
d°‏ 
ن أجل 0 - م فار 1= °(1- P (x?‏ 
من إن 0 O‏ ر (x)=‏ 
من أجل n=]‏ فإن x‏ - (1- کل (n=‏ 2 
ين E ES BA Ma‏ 
de? 2 1 :‏ !22 
من أجل 2-3 فإن (3- ترك = (1- نك - = 200 
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إذن نلاحظ أن كثير حدود ليجندر يمكن أن يوضع على الصورة : 


1 d" 
2" n! dx" 








P,(n)= (n -1)" 


ونسمي هذه العبارة بعبارة رودركز (180011810165) من أجل ۸ عدد صحيح موجب . 
7- لدينا معادلة ليجندر : 0 = ر(1 + )ے + 'بود2 - ”بو( 2< -1) 
ونلاحظ أن الحدين الأولين يمكن كتابتها على الصورة . 


])1 - 2 ر(‎ + a(a+1)y=o 
4, )۸( وفي حالة عدد صحيح فإن حل هذه المعادلة هو كثير حدود ليجندر‎ 
| - [وص) صرت‎ =-n(n+ DP) بن‎ 


])1- x )P'()Î = m(n+D)P,() Gi) 


بضرب المعادلة الأولى في (×) ,2 والثانية في (×) ,2 ثم تكامل بالتجزئة فنحصل 
على : 


1 
ه-عه) P,P,‏ إذا كان عدم 
1- 


ونسمي هذه الخاصية لكثير حدود ليجندر بخاصية التعامد . 


أما إذا كان "= ص فإنه يمكن إثبات أن قيمة التكامل هي (1+ ”2)/ 2 
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8- ليكن لدينا كثير حدود ۴ في الدرجة ١‏ فإنه من الممكن كتابته على صورة توافقية 


خطية من كثيرات حدود ليجندر : 


و وى ظو ۶ أي : 


n 


QP, ()‏ $ د زمر 


باستخدام نتيجة -7- يمكن تعيين المعاملات ,© حيث : 
نضرب المعادلة السابقة في (×) ,۴ فنجد : 


ثم نكامل الطرفين 


وحيب 


إذن 


ويدعى بدليل كرونيكر 


() بم بطر ”؟ = وم بطر 
OP, (x)d, => Q, P,P, dx‏ 


1 
2 
PPdx=-——8 
1 0 )0224+1( * 


00# _ 
1[+م2 ` 2 2 





| J (%)P, (x)dx = 2 ©, كي‎ 


8 





©, 1 f (*%)P, (rax. 
17 0 1 n=k إذا كان‎ 
0 7, إذا كان // ب‎ 


[Kronecker index] 
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×-2- معادلة بيسل Bessel’s Equation‏ 
معادلة بيسل هي معادلة تفاضلية من الصورة : 

× ر( سر - ×) + 'ر× + "ر‎ = 6 (i) 
حيث ۷ ثابت » وتسمى أيضاً بمعادلة بيسل من الدرجة ۷ وواضح أن كل من‎ 


ر × 


الدالتين «/1 -(«)م »> = (×)0 غير معروفة عند النقطة =٥‏ × ولكن 
XxX‏ 

(«)صد , (»)0”× تحليليتان » إذن فالنقطة ٠‏ = × نقطة منفردة منتظمة . ولتبسيط 

المسألة التالية نعتبر الحالة 0<* . 





مسألة -2- 
نجد حل المعادلة بيسل على صورة متسلسلة بجوار النقطة 0ح في الحالات التالية: 


v=o -1‏ 2“ نصف عدد صحيح ع ۷ 3- عدد صحيح = ۷ 
الحل :- 
1- هذه الحالة تمثل حالة تساوي الجذرين . بوضع0 = ۷ تصبح المعادلة من 
الصورة: 
(ii)‏ 60ح ر × + 'رور + "ر × 


نفرض الحل على الشكل التالي :- 0 + ,© و <Q,"‏ ”×=ر 
بالتعويض عن ر ومشتقتها في المعادلة(11) نجد : 


3 [(n+ c)(n+ عه‎ -1( + n+ ©[عه‎ x" 00 7 
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0 (n+ ©6(2ه‎ x" + 33 0 x“ =o 
: بمساواة معامل أدنى قوة (“×) بالصفر نحصل على المعادلة الآسية‎ 
©, . رج 0د ذ»»‎ == 0 


أي أن الجذرين الآسيين متساويان وبالتالي نؤجل إلى حين مساواة معامل أدنسى قوة 
بالصفر ونبدأ بإيجاد الصيغة التكرارية بمساواة معامل (**”*) بالصفر بعد تغير 


1 
US ROTTS. : A22‏ 
وهذه الصيغة التكرارية تعطي ر ,© ,© ,..... بدلالة , Q‏ بينماتعطي 


0210 و0 وي بدلالة 0 لمعرفة ,0 نساوي معامل (1**ر) بالصفر فنجد أن 0 
(oc +1 Q, =o‏ 


والمقدار الذي هو بين قوسين لا ينعدم لقيم 0 =» وبالتالي يكون 0= ,0 ويتبع ذلك 
انعدام كل المعاملات ذات الدليل الفردي وتبقى المعاملات ذات الدليل الزوجي : 


# ااا‎ 
Qa, == ا‎ @nr ay 2 CD (2n+ e)? (2n+ عه‎ -2(2 ......)2+ (2 02 
وعلى ذلك يكون‎ 
(x c)=x* 3Q x" =Q لاع ر‎ 2 4 
0 : ° مر‎ (n+ ce)? (n+ 7ع 2( +...... + ?)2- عه‎ 
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بأخذه 060-م»ه يكون الحل الأول 


× ير اتير 
Q1 +‏ = ہے (ع ,)ر = (× 
Q | 22 2224 2007‏ = ) )¥ ) )سر 


m x2” 
E c> 


وتسمى الدالة التي هي بين قوسين بدالة بيسل ذات المرتبة صفر ويرمز لها بالرمز 
(×) رل ذات الصنف الأول . وواضح أن هذه المتسلسلة متقاربة من أجل ٠‏ < × 
وأن (*),/. دالة تحليلية عند 0 = × . وللحصول على الحل الشاني نفاضل عبارة 
(»,«)بر جزثيا بالنسبة إلى » ثم نضع 0= و 1= رQ‏ 


2 ا i‏ ا 0= e)‏ )ر 
e)‏ +2( )+2( 








+ 5 + ف 3 [ أحما = 2 > (<) وير 
«o 22 | 2603.22‏ 806 2 


1 1 × 


16 -)1+ و‎ (1 22 2506.2: a Î 


(iv)‏ ويد عت قن J). s+ Ê‏ = (*) وبر 


حيث E‏ مط عاط 1د Hg‏ 
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وعوض الدالة يبر » نأخذ عموما الحل الثاني عبارة عن توافقية خطية ل, رر . 
ويسمى بدالة بيسل ذات المرتبة صفر وذات الصنف الثاني ويرمز لها بالرمز ,7 ء 
وفق كوبسن 01ص٥٥‏ نعرفها كما يلي : 


2 
0 |( ,2)7 ها - ب + وم ربر]ح =0( رلا 
حيث ر ثابت ويدعى بثابت أولر .ماشروني 211165-8256560821 والمعرفة فيمايلي: 
(H, ~In(n))= 0.577‏ سنا ع y‏ 


وبالتعويض عن 2ل في عبارة م10 تحصل على :- 


DTH,‏ ت 
n, 0+ E 2 (1) (vi)‏ 2 =0( 
ويكون الحل العام لمعادلة بيسل ذات الدرجة صفر من أجل 0< هو : 


JX) = 4J, )00( + 4F, (*) (vii) 


ونلاحظ أن: 1ج (×) رل عندما 0 + × 

و OAS (x)‏ المنفرد عند 0 = × وتكون من 
الصورة n x‏ عندما 0 < ×., 

وإذا أردنا الحصول على حل معادلة بيسل من الدرجة صفرء المنتهي عند المبدأ 
والذي نصادفه في معظم الحالات يجب أن نحذف م1 من الحل العام. 
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ملاحظية : 


وو سس 


يمكن كتابة معادلة بيسل في الدرجة ۷ على الصورة : 


4 ا 
(viii)‏ مح بزح - 1) + ابوج + ر 
x x‏ 
| ر رر 
ومن أجل × كبير جدا فأنه واضح أن الحدين 0 ١‏ 2 صغيران جدا ویمکن 


إهمالهما أمام الحدود الأخرى وتصبح المعادلة في هذه الحالة من الصورة : 
f‏ 
0= مز + yJ‏ 


وحلي هذه المعادلة هما * 512 » +005 ونستنتج أن كل من , ۲,7 من أجل × 
كبير» دالة جيبيه» ويمكن إثبات أن : 


J, )۸( - ED‏ عندما مجر 
70 
2- نصف عدد صحيح = ۷ : 
في هذه الحالة يكون الفرق بين الجذرين الآسيين عددا صحيحا موجبا ويظهر الد 
1١×‏ في الحل الثاني . نضع 1/2 17 فتصبح المعادلة من الصورة . 
0 1 2 .2 
(ix)‏ 0 )+ نود + ر ١ x‏ 


بالتعويضص عن بر ومشتقاتها في هذه المعادلة نحصل على : 


(o 0 + + 1 مو‎ + e + 2Q + e =0 


n=2 
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جذرا المعادلة الآسية هما : == o‏ = 0( 
و 2-1 يع»ه- ب » 
والفرق بينهما هو عدد صحيح موجب. 


بمساواة معامل ”+ بالصفر نحصل على الصيغة التكرارية: 


2م ءي = 


1 
س س 2 
(n+ ec) 4‏ 
وبمساواة معامل "× بالصفر نجد أن 0 = ا - )1+ e‏ 


وبما أن المقدار بين قوسين لا ينعدم 


من أجل قيمة 2 = فأن 0 = 0 
ويتبع ذلك أن 0= 


Senn = 0 02000000‏ و0 > و0 
والمعاملات ذات الدليل الزوجي تعطى بالعلاقة 


a Ass. 
n(n +1) 
بوضع 2۸ = ۸ نجد‎ 
__ Qam E 


Qan = “2m + 1) 





©, __Q, 0 

إذن 9 °23 0 
و 
و ا 
CDQ,‏ 
Qam = (2m =1)!‏ 
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ويكون الحل الأول : (1= ,©) 


x” (x)‏ ]| × ع (*) نر 
(2m +1!‏ دم | 
D”x 2m+1‏ -( 2 
أو أيضا x yy 2m +1)! 2» X>o0‏ = (*) نر 


ومتسلسلة القوة في هذه العبارة هي متسلسلة تيلور لدالة *هذة . إذن الحل الأول 

لمعادلة بيسل ذات الدرجة نصف هي «روزو 27 وتعرف دالة بيسل ذات الرتبة 

نصف وذات الصنف الأول ب + م<ير »> موز “ارك )د0ل 
IX‏ 


إذا أخذنا 1/2- -عه فإن معامل كل من “× و × يكون معدوما ولهذا 





نعتبر ,0 › ,© ثابتين اختياريين . وبالتالي يمكسن تعيين المعاملات 
و0 ,06,0 een‏ بدلالة ,م © والمعاملات 0 و0 ,© Renae‏ بدلاله المعامل به ,0 5 
لدينا 
1 
2 1/4 ترج جوع 0 
من أجل 1/2- =» نجد 
1 
n(n -1( ©,‏ 2 0 
DQ,‏ _ 
ومنه Qom Om! RSD‏ 
(DQ,‏ _ 
Q2, (2n +1)!‏ 
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x2” ( 7) 2+]‏ ") 1( و 
إذن CD‏ د E J!‏ 000 


n=o 


COS X sin x 


0 ند 
x2 1‏ 0 





(xii) 


ويكون الحل الثاني المستقل خطياً لمعادلة بيسل ذات الدرجة نصف كما يلي : 


2 
ا = (*)ير_ل‎ cosx (xiii) 
y(x) = AJ, 2(*)+ 42 (¥) . (xiv) 
= عدد صحيح‎ -3 


في هذه الحالة » يكون الفرق بين الجذرين الآسيين عدداً صحيحا موجباً » ولكن الحل 
الثاني يحتوى على الحد اللوغارتمي : بوضع 1 > ۷ تصبح المعادلة من الصورة : 


× 6ع بر(1- ×) + ارود + "ر‎ (xv) 

بالتعويض عن ر ومشتقتيها في المعادلة (۷×) نجد 

(? -(Q x“ + [(c +1? -1Q,x +3 {e +) -1Q, +0, م2 “عير‎ 
n=2 


©, المعادلة الآسية نحصل عليها بمساواة معامل أدنى قوه (“×) بالصفر حيث مغ‎ ٠ 
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حيث عدد صحيح = 2 يع - | 


الصيغة التكرارية نحصل عليها بمساواة معامل (”“×) بالصفر. 


محم 2 مرح - = -1Q,(c)‏ تعس 
و نضا 
1 
(n+ ec)? -1‏ 2 


0, (e) > 60 (e) 


وبعطناواء عامل ( 6 بالف تنجد أن [e +1° -1Q, =o‏ 


وحيث أن المقدار بين قفوسين لا ينعدم من أجل قيم o‏ : ,1—- 1= . 


إذن 0= Q,‏ 
ويتبع هذا كون المعاملات [ ر ,ي ,....... ,ر0 ......] معدومة ومن أجل القيم 


الزوجية ل 7 : (27# = ۸) تصبح الصيغة التكرارية كما يلي : 


1 


Qom E a mM د‎ 
1 
ا‎ 
1 1 


(e +5) 9.‏ ”)3+ عه)(1+ <( = ۹ (6+5ه)(3+ عه) يي 


1 
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ويكون الحل : 


کر د 
ا 57 CDESC‏ * وعم تدع 17م ES"‏ رو > 000659 


الحل الأول يقابل 1=» وبوضع 1= ,0 نجد : 


(a 1+ TT 5-0 Î‏ ,)نز = (x)‏ بسر 
E 5 : E a Î‏ 1 = 
(2°)4.3.2()3.2 (2“)3.2()2 ()(2”)2 
أي 
(XVID‏ ل ا - (*) ربز 


27” (m + 1)!m! 


وتكون دالة بيسل ذات الرتبة واحد وذات الصنف واحد هي . 
x 2 (-1” ×”‏ 1 
< =( )ر =9 


227” (m + 1!m! 


والمتسلسلة متقاربة مطلقاً من أجل كل قيم × . والدالة ال (*) ل معرفة من أجل 
و و 
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هنا لا يمكن الحصول على (×) ررر بنفس الطريقة . لأنه هناك صعوبة في معامل ”× 
حيث يصبح لا نهائياً لو وضعنا 1- = . للتغلب على هذه الصعوبة نلجأ إلى 
- الطريقة التي ذكرناها في الفصل السابق في المثال -22- (الحالة الثانية) : 


نبحث أولاً عن الدالة : 


(o — )م( وعه‎ ,( = (e +1)y(x, ,( 


x x 
- را مم و0‎ oc 3 (ec +32 (oc +5) 7 +32 (ec +5) (ec 7 


وواضح أننا تخلصنا من العامل الحرج (1+ ©) في المقام إذن : 


+2 +2 





3 5 5 x 05 
> [=| + عم)‎ +1)x و م‎ eT 3 Inx + 


___ 3413 و م‎ 
(o +3)? (oc +5) (ec +3)” (¢ +5) 


2) +7)(2 oc +8) + (cc +3)( +5) مب‎ I 
اپورو[ اک و ا‎ 
(oc +3) (ec +5) (oc +7) (ec +3) (ec +5) (ec +7) 


يوضع 1=» و 1= ,© نحصل على الحل الثاني : 


nl 1+ 00 0 r+‏ × > («)ونر 
(©(24)2.3 2 )202.2 2 





کن 20 لين عن اذو 
00 2.462 22032 


1 ا 
“سه | سد +2 +1 (x%)=-Jı(x)inx+x‏ ودر 


1 + 1+0 +0+20 +. 





+ 
232! 2 3 


أو 


y,(x)=-J (nx +x 1 - ا‎ (xvii) 


ويكون الحل الثاني لمعادلة بيسل من الدرجة واحدة عبارة عن دالة بيسل من الرتبة 
واحدة وذات الصنف واحد والتي نرمز لها بالرمز ,۷ والئي تعرف كما يلي : 


]9 ,2)3 ها - »ين +( وبر ]اح - () رن 
ويكون الحل العام للمعادلة (۷×) من أجل 6 < × هو: 
(xviii)‏ (3) لايك + (x)‏ لبك y(x)=‏ 


ونشير إلى أن (×) ل تحليلية عند 2-60 والحل الثاني ,ل لا يكون غير منته 
ويكون من الشكل ا 0ج × . 
xX‏ 


ملاحظية : 
إذا كان ۷ عدد حقيقي أكبر من الصفر وكان العدد ي»- »= يختلف عن الصفر 
وغير عدد صحيح . في هذه الحالة بعد التعويض عن ر ومشتقاتها نحصل على : 


YS [(n+ e) — Rx“ + 3Q =o 
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أي : =o‏ ”لي 0+ 0 +o‏ ا دعم | AQ‏ 6 
ونحصل على المعادلة الآسية بمساواة معامل أدنى قوة (**) بالصفر حيث 
oO‏ # ى © 
5 9 :2 2 
أما الصيغة التكرارية فتعطى بالعبارة : 


Qn -2 


1-2 سد لاش تت 
(n+ ec)? 2‏ 


n 


oc +1‏ 
وبمساواة معامل ” ” × بالصفر نجد  =٥‏ @| ?ر - 1(2+ )| 


والمقدار بين قوسين لا ينعدم من أجل قيم ۷- و 7= إذن 0 = ,© 
وبالتالي فالمعاملات 0 - ... > ,0 > ... = Q,‏ = ,0 > و0 


ولإيجاد الحل الأول نضع ۷ -9©7 فنجد : 


n2 2‏ — ان 
n(n + 2v)‏ 


= 


وللحصول على المعاملات ذات الدليل الزوجي نضع في الصيغة التكرارية 


00 5 —Q2n- 2 
2m(@2m+2v) 4nm(m+v) 





Qom E 
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وبالتالي : 
4 


Qam = )- 1” 0 


!لع ع m!(m‏ "” 
والحل الأول يصبح : 


7 إد”1-) 
| و 8 y, (x)= Qo‏ 


ويأخذ سر .0 نحصل على الحل الخاص الأول 


x" y (-1)” 2”‏ -_ (*) ل 


ao mM! (m +v)! 


وهي دالة بيسل من النوع الأول والرتبة 
أما لإيجاد الحل الثاني نضع /1-- © في الصيغة التكرارية فنحصل على : 


٤ 2m‏ 1- ير 
e‏ = (×),_ل 


وهي دالة بيسل من النوع الأول والرتبة (/1-) ونلاحظ أن الدالة (×) ىك ليس لها 

معنى من أجل ۷ عدد صحيح . لأن إذا كانت ۷ = # فإن أحد حدود المتسلسلة 

يصبح لا نهائيا . كذلك إذا كانت ٠‏ = ۷ فإن الحل الأول والثاني ينطبقان . 

× -3 معادلسة أولر EULER’S EQUATION‏ 
إحدى الأمثلة البسيطة للمعادلة التفاضلية التي لها نقطة منفردة منتظمة هسي 

معادلات أولر أو المعادلة المتساوية الأبعاد وهي من الصورة : 


xy" + fxy' + goy =0 0 
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حيث © , 2 ثابتان حقيقيان . وواضح أن النقطة 0 = × نقطة منفردة نكل 1 


Na EAR‏ 4 - ووم و جك = (08© غير تحليلية عند 
© = × ولکن 8 = (*«)م< و د = (×)0 ”× تحليليتان عند 0 = × . وسنبحث الآن 


الحل العام من اجل قيم © < × ثم نعمم النتائج من اجل © > × 
مسألة -3- 

جد الحل العام لمعادلة أولر (1) حسب قيم © , / 
الحل : 
نفرض حلا على صورة متسلسلة : © # م0© , 3Q‏ ددر 
بالتعويض عن ل ومشتقاتها في المعادلة (1) نجد : 

B(n+ c)+ p]Q,x”** = O‏ + (1- عه جب( جم) | رح 
بمساواة معامل أدنى قوة ( “*<) بالصفر نجد المعادلة الآسية : 
0 عو + ع» ‏ + (1- عه) عه 

أو 0= + عه (8-1)+ 2ع 


وجذراها هما : 


م4- :-6)/+ 6-2 _ „ 


2 
„ 4-0-8-0 -460 
2 


2 
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ويمكن أن يكون الجذران حقيقين متمايزين أو متساويين أو مركبين مترافقين حسب 
قيمة المميز 46 - ”(1- 6) = 4 إذا كان موجبا أو معدوما أو سالبا . أما 
الصيغة التكرارية فنحصل عليها بمساواة معامل (” *7) بالصفر 


9+7 


[r+ oc)(n+ جرم + (1- عه‎ ec) + g0] Q, =O nz 

وواضح أن المقدار بين قوسين لاينعدم من أجل قيم ر ,, ©-عه 
إذن 

(i‏ 221 0-60 , 20 00 فرضا 
الحالة الأولى : الجذران حقيقيان متمايزان : 0 < 4,0 - ”(1- /) 
في هذه الحالة نحصل على الحل الأول بوضع ,= © ويكون على ألصورة : 

yJ()=x" , 0, -1 : x><o (iii) 
ه٣‎ = ٣ر والحل الثاني نحصل عليه بوضع‎ 

(iV)‏ ە<× : 21 ,0 , يرع وير 
ويكون الحل العام للمعادلة (4) من الصورة : 

J(%) = 4x" + AX? : xX>oO 

ونلاحظ أن إذا كانت , > عدد غير أصم فإن "> يمكن كتابته على الصورة: 


€ cin x 


xX = 6 
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-1- ٠. 

حل المعادلة : 0ح بو ارور3 + "ر ×2 

في هذه الحالة لدينا 3 - / , 1- = © ويكون الجذران الأسيان هما 

0/2 -,» , 1- رت ونلاحظ أن 3/2 -,» - ,©» وهو يختلف عن الصفر 
وعن عدد صحيح موجب . إذن الحل العام يكون من الصورة : 


y= Ax? + جيم‎ , Xx >o 


الحالة الثانية : جذر مضعف : 0= و4 - )6-1( 





1 1 
في هذه الحالة الجذران الآسيان متساويان 2 ر £ و 
0 حر ع OC;‏ 
ولدينا ۸<1 , 0= ,© , 20 ,© 
إذن يكون الحل من الصورة : 


ول) **ى 0 y(xc)=‏ 
بوضع ٠٥ = ٩,‏ نحصل على الحل الأول : yJ)x(= Qo‏ 
نأخذ 1= ,© فيكون 

y,)x)= x“ (vi) 


وللحصول على الحل الثاني نحسب الدالة = ( ,)رک 
oC‏ 
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Q, =1‏ .و EEO EB‏ 
عه 0 
بوضع © ٠=‏ نحصل على الحل التالي : 
y2 (x) = x" In x (vii)‏ 
ويكون الحل العام من الصورة : 
y(x) = Ax" + Ax" Inx‏ 
lnx)x"™  : x>o (viii)‏ ,4+ 4(= 
مثال -2- 
حل المعادلة : مع برج + 'ر×5 + "ر ”× حيث 0< 
4- 
في هذا المثال لدينا ‏ = 46 - *(1- ) =۸ , 2- ص حب کرم 
فيكون الحل العام من الصورة : 
Inx] :x>o0‏ رك + به | * ع - ابر 


الحالة الثالثة : الجذران مركبان مترافقان <o‏ ,4- )8-1( 
في هذه الحالة يمكن وضع الجذرين على الصورة : 


C= A+IU , C= A-iu 


ولدينا 23/4 = ,عه - > فهو عدد مركب . 
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إذن يكون الحل العام من الصورة : 


A+i A-i 
ر)x(‎ = 4 + 4 


ويمكن كتابة الحد “× على الصورة التالية : 


AU __ g3 tin)lnx Alnx iuinx 


XxX - 6 6 


× ا × ا 


= 4ع‎ [cos( صام‎ x) + isin( £ ln x)] 


ويمكن كتابة الحل العام على الصورة : 


و0 x [4 cos(ulnx) + 8, sin(ulnx)] x>o‏ = تابر 
. -3- 
جد حل المعادلة : = برج ارود + "ر × 
في هذه الحالة لدينا 4- = A=(8-1) -4y‏ 
وبالتالي أب عدر , 1ط ص ,6ه , 28 رعه - CC‏ 


ويكون الحل العام من الصورة (حيث © = ۸ , 1- بر ) 


y(x) = A, cos(lnx) + 4, sinin) : x>o 
: × >0 حالة‎ 
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في هذه الحالة الحد “× غير معرف من اجل ٠‏ > × , ©» عدد غير صحيح . كذلك 
الحد ×1 غير معرف من أجل ٠‏ > × . ولكن يمكن أيضا الحصول على حلول 
معادلة أولر في هذه الحالة وذلك باستخدام التعويض التالي : 

بوضع : 0> .و ديع 


و (©) لاد بر 


تصبح المعادلة (آ) من الصورة : 





dU dU 
di 080 , <0 O00 
: وهي نفس صورة معادلة أولر (أ) ويكون حلها من الصورة‎ 
A +A : (F-1 بيه-‎ <0 
U($)=4(4, + “ساي‎ : (8-7-4 =0 


[4 cosulIné)+ يك‎ sinin’ : (۴-1 -4y >o 


ثم نعوض 4 ب ×- للحصول على (×)ر . 
ونخلص إلى النظرية التالية : 
نظرية -1- 
لحل معادلة أولر (1) =١‏ س + 'رم + "ر ”× 
في مجال ما يحتوي على نقطة الأصل . 
فأن للمعادلة الآسية 0= ¥+ cc? +(8 -1)c‏ 


جذران ,© و ر 


365 


إذا كان الجذران حقيقيين متمايزين فأن الحل العام يكون من الصورة : 
إمد| رم + |4 = ر 
إذا كان الجذران متساويان فأن الحل العام يكون من الصورة : 
Inlxllx|‏ ول + 4[ = ر 
إذا كان الجذران مركبين مترافقين فأن الحل العام يكون من الصورة : 
A kipu‏ دي » , Inlx) + A, sin(u 1n]‏ راقم 4[ “د دبز 
× -4 معادلسة جسساوس Gauss’s Equation‏ 
كل معادلة تفاضلية من الشكل : 
x(1- x)y" + [e - (a + b + 1)x |y' - aby = 0‏ 


تسمى معادلة جاوس أو المعادلة فوق الهندسية عأماء<تامعع م8 حيث a, 0,٥‏ 
ثوابت معلومة . كما يلاحظ أن لهذه المعادلة ثلاث نقاط منفردة إحداهن عند 
اللانهاية °١‏ = 2 والاثنتين الاخرتين هما 0= × و 21 × وهما نقطتان 
منفردتان منتظمتان حيث : 


Pp € _4+b+1 
® x1-x) x-1 
ab 
Q ×)1- ×( 


وواضح أن (×)/× , (×)@”× دالتان تحليليتان كما هو الحال بالنسبة للدالتين 
(%-DA,‏ , ني120-غ2) 


مسألة -4- 
ج الكل الحام اة جاونق حول فة تفرد فة 0ك 
الحل : 
نفرض حلا من الشكل ‏ “,570 = ر حيث © 76 .0) 
وبعد الاشتقاق والتعويض والتجميع نجد : ش 


0= "| روطام +وا-طجمعمه) عمل d(rocte-DQ,‏ 310+ احبر ([مبعم»ه 


+ 


ونمنتاواة ساملات # بالضفر جد 
* المعادلة الآسية 0= ,1(0-ع+ (oc‏ عه 


أو 1-6 C=‏ ,0= »جه مح (1-ع+ cC (xc‏ 
« والصيغة التكرارية : 


_ (n+ عه‎ -1)(r+ ج+م+عه‎ b—1)+ ab 
(n+ c)(n+ ([-عدعه‎ 


0, 00 


من اجل n>1‏ 


_ (n+ ac -1+a)(n+ c -1+6( 


« > 
(n+ ع +م)(عه‎ +e =1) Qn ek و‎ 


0, 
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_ (r+a-IXn+b=1) 





4 anl , AZ] 








n(n+c ~1) 
بي‎ _ Eta +b-D (+a-2(+b-2) gı 
" الم ضير‎  (n-1(n+ce-2) ™ و‎ 
: وهكذا يمكن الحصول على‎ 
0 n(n + c-1)(n + e —2)...() 0. n>1 
. nc(c 1 م باع)...‎ -1( Qo أو أيضا‎ 
: ويمكن اختصارها على الشكل التالي‎ 
_ (@)r(b)n 
. 0100 
= _ 12+ 
(a), = a(a +1)(a +2)...(a +n -1) 2 
_ (a+n)! 
٠ إج۾‎ 
0), A T+) _ (+n! 0 _[(e+n) _ (e+! 


E 106 4 
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ونسمي كل من , ,(©)2 ,(8) , ,,(©) بمعاملي الدالة (مضروب الدالة) وتسمى 
٣‏ دالة كاما حيث : (*«)'1* = (1+-*) 1 من أجل 0< × ويكون الحل الأول : 
)1= ,©) 


د On, (n‏ و +1 () ا 


0007 ادر 
وتسمى هذه المتسلسلة بالمتسلسلة فوق الهندسية (hypergeometric series)‏ 


ويرمز لها بالرمز : × = Ra b,c x)‏ > () إلا 
2- لإيجاد الحل الثاني نضع 1-6 -© ومنه : 


_ 0+ - 0+ 5-©( 


م 5 (1-0060-+) ا 


(a+1—-c)(a+2—c)...(a+n-c).(b+1—-c)(b+2—-c)...0+n—c) 


أي ,© (6+1-6...(-2-06)!م 


Q, = 


حيث 1< 


ويكون الحل الثاني من الشكل : (1= )Q,‏ 


(ii) 
د -1+ 8) ره کو‎ 


3*0 - 2 2 n2 e). 


ويمكن كتابته على الصورة : 


y(%) =x» * (,ت -0,2 -1+ طبن -1 + ع )ل‎ (iv) 
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وواضح أن الحلين ,7 ,د ساريان المفعول على المجال 1 > × > © ويكون الحلى 
العام في الشكل : 


y= AF(a,b,c,%)+ Ax * F(a-c+1 , b-c+1, و ع-2‎ x) 
: ملاحظة‎ 
1-إذا كان © عدد صحيح فأن إحدى الحلين يكون تاما والأخر يحتوي في المقام‎ 


على صفر . وعلى سبيل المثال إذا كان 5 = © فأن الحد ,(2=2) :في 
المعادلة (أأأً) يصبح معدوما من اجل n>4‏ أي : 





)2-c( = )-3(, = (ه)(1-)(2-)(3-)‎ = ° 


2- إذا كان © عدد صحيح ولكن 2 غير عددين صحيحين فأن إحدى حلول 
معادلة جاوس حول النقطة 0 = × يكون من النوع اللوغارتمي . 


3- إذا كان © عدد صحيح وكان © و (أو) 2 عددا صحيحا » فأن الحل يمكن 
أن يحتوي على الحد اللوغارتمي . ونترك إثبات ذلك للطالب . 


Laguerre’s Equation: معادلة لاكيسر‎ -5- × 
: كل معادلة تفاضلية من الشكل‎ 
xy" + (1— x)y' + ky =o (i 


تسمى معادلة لاكير حيث / عدد صحيح موجب أو سالب . وواضح أن نقطة المبدأ 
هي نقطة منفردة مننظمة . 
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2 


-5- 
جد الحل العام لمعادلة لاكير حول النقطة 0 = × 





1 


نفرض حلا على الصورة : #0 000 0 “اب رز بر 
بعد الاشتقاق والتعويض والتجميع نجد : 


2 +3 + Q, + )# - سوم‎ xc +1)Q,. × mel _ O 
بمساواة معاملات >+5 7 بالصفر تجة::‎ 
ce? 0, =0 المعادلة الآسية‎ 
: وجذراها هما 0 56,2022 أي الجذران متساويان . والصيغة التكرارية‎ 


n+ عه‎ -1- 
ين‎ 8 n>1 


ويمكن الحصول على ,0 بدلالة ,© حيث : 
اا 


>1 
7ه +).... 7( +1 -م) 7( جم‎ O n> 
en 
: ويكون الحل كمايلي‎ 
E e ii 
e ا ا‎ +, | (i) 
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وللحصول على الحل الأول نأخذ 0=» و 1خ 00 نجد : 





-k n 
و 2 +1 = »ر‎ 


(iil) 


ونلاحظ أن إذا كان / عددا صحيحاً غير سالب فإن =٥‏ ,(۸-) من اجل ۸<۸ 
ويصبح الحل الأول للمعادلة من الشكل : 


y))x×(= قنك اق م‎ (iv) 


< (A)? 





وهو عبارة عن كثير حدود من الدرجة 7 ويسمى بكثير حدود لاكير ونرمز له 
بالرمز: 


“مك رذ =( =( 
E‏ 
ED‏ ا 


0 
للحصول على الحل الثاني نحسب : 0 


6 5 الع < 0-ع)_ت‎ 
عه وك‎ = Q, x“ In BE 
3e) = Q, x Ea oe 2 
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ويكون الحل الثاني هو = (1= م©) 
6 
2 ل |( ¥( = (*) وير 
oC‏ 


0 3 CH — k 
=1, (lnx + i Era > n 


2 )-1(” K!(n 1)! 
n=l )أ‎ + Kk)! عد‎ 


ونلاحظ أن الحل الأول معرف من أجل جميع كل قيم × بينما الحل الثاني معرف من 
أجل قيم 0 < × . 
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1 حل على صورة كثيرات حدود ليجندر المعادلات التالية :- 


2 
ت - 12+ لكيه - ج( 


dy 


2_2 d ر‎ 
(a —-x O , d#0 -2 


=o , 4-4 <0 -3‏ رزاجم | ره جم (î‏ 4 


بالنسبة للمعادلة -3- استخدم التعويض : 0+ -826- x= a‏ 





1 - اثبت أن : 
(1.3.5...)22-1 „ 
ED‏ »ريه زوين و ميم 
.m!‏ ”2 
d" 2 n 8‏ 
1 - اثبت أن : EE‏ 
هي حل لمعادلة ليجندر . 


: بين أن المعادلة‎ 1۷ 
RO SERGE DROP Sê 
06 008 


تتحقق من اجل (7,)60560 - (6) ومن اجل (0,)60056 =(۲)9 
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~n 1—-n 1- م‎ 
م‎ 5-5 "٣) ,س‎ 
4 (2) = x 6 5 9 





حيتت (2×, 








EE E n+2 2+3 _ 
Q, (x) = x E E E و لس‎ 


2 
و (*./ز,6 ,)۶ هي الدالة فور الهندسية (Hypergeometric Function)‏ 


۷ -جد على صورة دوال بيسل من الصنف الأول حل المعادلات التفاضلية التالية : 








d”ر ر‎ 
xX 3 2 ا ل > ع‎ = 0 -1 
dy بيه‎ 
×2 + كتير‎ +) x - n (y= 0 , d0 5 
ETT ( نر‎ 2 
2 2 
e, a a .و مدير‎ 4*0 -3 
dx? x-s dx (x - (72 
د ف‎ 
٤ + =0 ) 4-(استخدم التعويض: لإ ×= رل‎ 











2 
5~ أ أستخدم التعويض] × ا ند 1 77 


dx? 
ر‎ = Py و‎ ١ 
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1 - حل معادلات أويلر التالية : 


dy 


د42 

2 

- 0= (ر6-س— )2 ل 
dx dx 2 :‏ 


2 2 
2x 15+ =o -2 


2 
نم‎ +3 + =o -3 


11 -حل بدلالة الدوال فوق الهندسية › المعادلات التفاضلية التالية : 








41 dy 
EET E كرو‎ -1 
ia و وو د‎ =0 2 

5 de 


2 
3- (0*#© , مده (ex+ d+‏ + ود ماد 








dy dy 
(x? +ax+b)—=+(cex+d)=—+ey=0 , a ><4b 4ه‎ 
(7 exta +ey 
في هذه الحالة نعتبر لك وبي + 2× واستخدام التعويض ا‎ 
و وى - جز‎ 


376 


11 - حل المعادلات التفاضلية التالية بدلالة كثيرات حدود لاكير : 
=o 2‏ بر+ بز( - 1) + "بود 
xy" + )1 - x)y- 2y =o -2‏ 


xy" +(a~—x)y—-5y=0 , 0 -3 
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الفصل الحادي عشر 


المعادلات التفاضلية الخطية من المراتب العالية 


Higher Order Linear Differential Equations 


الفصل الحادي عشر 
المعادلات التفاضلية الخطية من المراتب العالية 
Higher Order Linear Differential Equations‏ 


.Concepts and Theorems مفاهیم ونظريات‎ 1-1 


سبق أن درسنا في الفصل السابع المعادلات التفاضلية الخطية من المرتبة 
الثانية وفي هذا الفصل ستوسع هذه الدراسة لتشمل المعادلات ذات المراتب العالية. 
والمعادلة التفاضلية الخطية من المرتبة 8 هي معادلة من الصورة : 


p,(%)y + p,(*)y = 10‏ +....... + 3 "أبر() روص+ بعرم (1) 


حيث المتغير التابع ر وجميع مشتقاته مرفوعة للقوة 1 ولا توجد حواصل ضرب 
مشتركة فيما بينهما. والدوال المعاملات (*),م هي دوال في المتغير المستقل × 
وكذلك الحال بالنسبة للدالة () . ْ 
بما أن المعادلة (1) من المرتبة # يجب إلا ينعدم معامل "بر تطابقياً ٠‏ 0 (*) ,م 
على امتداد المجال ‏ > × > > وسنفرض أن الدوال ,2 ...<5 Rg Pgs P1‏ 
مستمرة وذات قيم حقيقية على المجال 8 > × >» وبالقسمة على (×),م نجد أن : 


(2 Ly]=y" ورج‎ (xy +........+ p اصع ابر(ع)‎ (%)y = ()ع‎ 


: ١ 5 لوكا‎ P,(*) 
إذا‎ . ١ د بآ مؤثر تفاضلي‎ ٠ = حيث لے‎ 
(*«ي)ع و مؤدر لخطسي إد لسم‎ 2, 0 P,(*) P,(%) 


تطابقياً أي 0 = (»)۸ على امتداد المجال 8 > × > قيل أنها معادلة متجانسة. 
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أما الدراسة الرياضية الملحقة بالمعادلة (2) فهي شبيهة بدراسة المعادلة التفاضلية من 
المرتبة الثانية وبالتالي سنعطي النتائج المتعلقة بالمعادلة من المرتبة” . أما الإثباتات 
فهي مشابهة للإثباتات المقدمة في حالة المعادلات من المرتبة الثانية . 

نلاحظ أن المعادلة (2) تحتوي على المشتقة ” بالنسبة للمتغير × وبالتالي يظهر 
بالحل العام ايتا أختيارياً. 

ولتعيين هذه الثوابت الاختيارية يجب معرفة الشروط الابتدائية التالية:- 


)xy( = 0‏ ابز........ى 0 > y)x,) = Qo," (x)‏ )3( 
حيث ,يد نقطة من المجال > ×> .بو0........و © و60 مجموعة من الأعداد 
الق 
نظرية -1- 


إذا كان (×) ,بر حلاً خاصاً للمعادلة التفاضلية المتجانسة: 
0ح ير Ly]=y" +p (x)y"" +...+p‏ 4( 
فإن الدالة (×) بر2 = يبر هي أيضاً حل للمعادلة (4) حيث ,4 ثابت اختياري : 
البرهان:- 
بما أن (×) ,بر حل خاص بالمعادلة (4) فهو يحقق المعادلة ويحولها إلى متطابقفة 


أ 
+p, i .‏ "ر Ly,]=‏ 


Ed +p (x)y, =o 
: وإذا عوضنا ,ر4 = رر في الطرف الأول للمعادلة (4) نجد أن‎ 


y2" +p _ (ya + + p(x)»‏ > [ بآلا 
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وبما أن : (×) ر2 = رر فان (×) ")ير م = ”ر 


: إذن‎ 
Ly] > ررم‎ +p (YT 4assan. +41 (*)Y,(%) 
- ] Ly,]=o 
وهو المطلوب‎ 
او‎ 


إذا كان () ر و (×) ,بر حلين خاصين للمعادلة (4) فإن الدالة 
ولاج 4 + ,نز ) = وير 


حيث ,4,,/ ثابتين اختياريان , هي أيضاً حل للمعادلة (4). 


البرهان : 
إذا كان ,بر حلا للعادلة (4) فهو يحولهما إلى متطابقة من أجل جميع قيم × 
أي : 


L[y,]= مر‎ + POY 10 +p (%)y, =o 
: وكذلك بالنسبة إلى يبر أي‎ 
Ly] > y2 صرح‎ (Oy Faasssas. +p (x)y, =o 
: وإذا عوضنا ,در في الطرف الأول للمعادلة (4) نجد أن‎ 


Hy,1= ,نز,)‎ +427,” +P 0, +7)" +.........۳Po(%(C, +٤ر¥۷ر(‎ 
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وحيث ررر + امرك 7( يبري + (2v,‏ 


إذن : 


Lys]= ly +p (yf TP +s... +p (x)y, (x). 


+] EP YT Ra +p (*)y»]. 
= ) L(y, ]+t2L[y,] =0 


وبالتالي ررر٤+‏ ر2 = ور فهو حل المعادلة. وهو المطلوب. 





ملاحظة: 

وبصورة عامة إذا كان لدينا ,/ز. ........... رزو إن حلولاً خاصة للمعادلة (4) فإن 

+ + ولو4 + بر4 بر هو أيضا حل للمعادلة حيث 
...و ثوابت اختيارية . ونخلص إلى النظرية العامة التالية . 

نظ نة 3- 

كل توافقية خطية من الحلول الخاصة للمعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة هي أيضا 
حل لنفين المعائلة , 

نظ ية -4- 


نظرية وجود انفراد الحل:- 

سبق أن تكلمنا عن نظرية وجود انفراد الحل بالنسبة للمعادلات التفاضلية من المرتبة 
الأولى والثانية, وسنذكر الآن برهان نفس النظرية بالنسبة للمعادلات بالنسبة 
للمعادلات التفاضلية الخطية من المرئبة 7. 
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إذا كانت الدوال (*) ,2ه ...مو( 36) 2 D(X)‏ و (*«)ج مستمرة على مجال ما 


#6 > × >» وكانت ,د نقطة من هذا المجال ,.,©, ثوابت حقيقية 
فإنه يوجد حل واحد وواحد فقط معرف على المجال 8 > × >> لمسألة القيم الحدية 
التالية -٠‏ 
p (x)y =o‏ + ل +p)‏ كابر 
Q۳‏ = رع “بر y(x,) = Qos Y( (xg) = Qeses‏ 


:۸ المعادلسة التفاضلية الخطية المتجائسة من المرتبة‎ 2-1 
Homogenous Linear Differential Equations of order 


أ- الرونسكيان The Wronskian‏ 
سبق أن رأينا إذا كانت ,نز, ............. وزو نز حلولاً خاصة للمعادلة التفاضلية الخطية 


:7 المتجانسة من المرتبة‎ 
5) "ير - [برآا‎ +p (Oy +... +p (x)y=o 
n¬1 =0 


فإن التوافقية الخطية 


(7) رز 4+ لل ل (26) ون[ و # + (6<) رن 4 y=‏ )6( 
هي أيضاً حل للمعادلة حيث ,4, ...ل ثوابت اختيارية . 


إذا كانت لدينا الشروط الابتدائية التالية: 


(7) (x)= Qos Y(X,) = Qeses... "ر‎ )*,( = © 
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فإنه من الممكن اختيار الثوابت ,4,,,7.,........4 حيث أن التوافقية الخطية (6) تحقق 
الشروط الابتدائية (7) . وعلى وجه التخصيص من أجل أي نقطة ,× من المجال 
8 > × >» ومن أجل أي اختيار للثوابت ,©, فإنه يمكن تعييبن 
المعاملات .4 ...00 إذا تحقق النظام التالي:- 


,Y,(%,)= Qo‏ لل + 0 )ونج 7+( (XS,‏ رط )ع (,*«)رر 


(8) y(x,) = f(xy) + # ولج‎ (Xo ) + <... +2, (x)= Q, 


س سک سے سے کے ہے کہ ہے سے چیہ سل سی سی بے سے کی سے مے سے میت فلا سے که سے کت س سے کے کے کک ہے وہ جد کت سے بی سے کت کت بے یہ سا کت کک می سه ا ت س م تت ت کت پت کا کا سا س ت ت ع حل م ت ت ک ت تا 


= Fy POF +2, (x) - 0 


الذي يمكن حلة بالنسبة للثوابت ,4, ٠.‏ » ويستلزم هذا أن لا ينعدم محدد 
المعاملات: من جهة أخرى إذا كان معدد المغاملات مغدوماً فافة من الممكن :دائما 
اختيار الثوابت ,,0 ,...........,0,,0© بحيث لا يقبل النظام حلاً. إذن الشرط اللازم 
والكافي لإيجاد حل للنظام (8) من أجل قيم اختيارية للثوابت ر ,.........., 0.,0 
هو أن يكون الرونسكيان (,نز........ لر ر)# غير معدوم عند النقطة ,× = ×. وبما 
أن ,دهي نقطة مكن المجال 8 > × >عه فإن الشرط يصبح أن ( ,ل ........ :7)7 
غير معدوم على طول المجال ‏ > #>» . 


وا 5 gre‏ و 0 537 
9 101010111 

LACES E 000000 0ع‎ Vx > kx, 8| 
a 
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وكما هو الحال بالنسبة للمعادلة من المرتبة الثانية؛ تكون لدينا النظرية التالية: 


ب- نظ ية - 5- 

إذا كانت الدوال , 7 , ........... 0 ا مستمرة على المجال المفتوح / > × >> وكانت 
537 ...ثرو ر حلولا خاصة للمعادلة (5) وكان ٠‏ ± (ل, LAS‏ 
على الأقل عند نقطة من المجال 8 > × > فإن الحل العام للمعادلة (5) هو عبارة 
عن توافقية للحلول ,/ه CVV‏ 

ملاحظة:- 


تسمى مجموعة الحلول ,/((7),ز) بالمنظومة الأساسية للحلول أو قاعدة الحلول 
للمعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة + = [بر] على المجال 6 >« >» . والحل 
العام لهذه المعادلة هو توافقية خطية من دوال قاعدة الحلول. 

ويمكن تعميم مفهوم الإستقلالية الخطية الذي ذكرناه في الفصل السابع. نقول عن 


الدوال ,لز. Vt‏ أنها مستقلة خطية على المجال 6 > × e>‏ إذا وجسدت 
مجموعة من الثوابت 8 eRe‏ ,0,6 غير معدومة حيث : 
0Y; )*( + CY (X) + .......... +£,J„(*) =o‏ 


على المجال 8 > ×> . 

ومنه إذا كانت ,اري.........,رتر ور حلولاً للمعادلة (5) فأنه يمكن إثبات أن الشرط 
اللازم والكافي حتى تكون هذه الحلول مستقلة خطياً هو أن 
0 ( لو ...ل ون و بنز) 77 على المجال 8 > <>» . 

وبالتالي دوال قاعدة الحلول للمعادلة (5) مستقلة خطياء وأن مجموعة « الحلسول 
للمعادلة (5) المستقلة خطياً تكون قاعدة الحلول للمعادلة (5). 
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ج. المعادلة المتجانسة ذات المعاملات الثابتة: 
Homogenous Equations with Constant Coefficients.‏ 
نطبق في هذه الفقرة ما قدمناه من مفاهيم ونظريات بغية الحصول على حلول 
المعادلات التفاضلية الخطية المتجانسة ذوات المعاملات الثابتة. والصورة العامة لهذه 


المعادلة هي :- 
Qay > 0‏ + ابر © + لج yy" +Q, + Qa TP‏ (5) 
حيث 0 57308 23*50 Qo. Q1,‏ ثوابت اختيارية والتي سنفرضها قيقية. 


ولإيجاد 7 من الحلول المستقلة خطياً لهذه المعادلة نلاحظ أولا أن هذه المعادلة هي 
علاقة خطية بين (*)بر ومشتقتهاء والدالة التي يمكن أن تحقق مثل هذه الدالة هي 
الدالة الآسية ”ء. لكن لقيم خاصة أو مميزة للثابت ”. لهذا نفرض حلا للمعادلة 
(5) على الصورة :- 


“ا "يور = ل ....., me”‏ = 'ر ج كج = ر 


وبالتعويض عن بر ومشتقتها في المعادلة (5) نجد أن . 


”0 +71 0+ ل L{e™ - [m" + © mT‏ 
=o‏ "و(م) 7 = 
ومنه يكون لدینا:- 
+a m+Q, =o‏ ...+ 47ب © + Z(m) = m"‏ )10( 
وهذه المعادلة جبرية من الدرجة 7# في ” وتسمى المعادلة المميزة للمعادلة 


التفاضلية الخطية المتجانسة من المرتبة 7 ذات المعاملات الثابتة. 


386 


ويسمى كثير حدود (2)77 بكثير الحدود المميز وهو من الدرجة 7 وله صفر »> 
لتكن هذه الجذور هي ,71 LLI‏ 
وبالتالي يمكن كتابة كثير الحدود المميز من الصورة : 


Z(m) = (Mm - mM )(M - My ).......... (m—m 


Real and Unequal Roots . جذور حقيقة ومتمايزة‎ - 1 


إذا كانت جميع جذور المعادلة المميزة حقيقية ومختلفة عن بعضها البعصض فإن 
المعادلة المميزة تأخذ الصورة : 


Z(m)= (mm) = (m~m,)(m—m )...(n—~m,)=0 


وتكون قاعدة الحلول المرفقة للمعادلة التفاضلية هي : ,”= ,نز ويكون الحل 
العام الوحيد للمعادلة التفاضلية الخطية ذات المعاملات الثابتة في الصورة : 


4,e‏ زج 4y, (x)=‏ رج - دادر 
ix}‏ ادر 

y(x) = Ae" + Ae” + 

ويبقى إثبات أن دوال قاعدة الحلول مستقلة خطيأً على المجال 8 > × >>». 

لنفرض أن هذه الدوال ٠”‏ = ,نر مرتبطة خطياً ونبرهن أن هذا يؤدي إلسى 


تناقض. إذن فإنه يوجد ۸ ثابت ,©, ٠‏ وو ليست معدومة كليا حيث : 
Cê HEE a +c," =0 ~~ oM®O<X<O‏ 
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بضر ب المعادلة السابقة في ge‏ تصبح في الصورة : 


62+ 20 )* RE + ce, ™ J» 


0 = 
باشتقاقها بالنسبة إلى × نجد أن : 
=o‏ تلات أو و( روس (mM,‏ سج ا نكن و ووو (mm mee" + (my‏ 


من أجل 00>« > م- . 
بضرب هذه المعادلة في *(0-:2م ثم اشتقاقها بالنسبة إلى د نجد أن : 


(my = ma ج0000(‎ = mee" "00 مسج‎ + (mm, =m )(, = mc," تلت‎ = o 
من أجل »> × > »- . ونستمر بنفس الطريق فنحدد في النهاية أن‎ 
(mM, - My ()271, = M2 سمه(‎ (mn, - ma (my, = mc, “لدم متأم‎ = o 


من أجل م > × > ه- . وبما أن الدالة الآسية غير معدومة والجذور مختلفة عن 
بعضها البعض إذن ٥‏ = ,»© ومنه يكون لدينا : 


ce" + Ce" Fass. + cC, =o 
: وبإعادة نفس الطريقة نحصل على 0ر2 وهكذا نجد أن‎ 
CEE = 


myx 


وهذا يتناقض مع الفرض حيث أن 
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جد الحل العام للمعادلة التفاضلية : =١‏ ر6- '/بر5- "ر2 + "ر 

الحل :- 

المعادلة التفاضلية المعطاة هي معادلة خطية متجانسة ذات معاملات ثابتّة وتكون 
المعادلة المميزة من الصورة :- 


Z(m) = m + 2m? - يرورة‎ - 6 6 


Z(m) = (m +1)(m - 2)(M +3) = O 


إذن فجذور المعادلة المميزة هي }1,2,3 55 n=‏ وعلية تكون مجموعة 
الحلول المقابلة هي:- 
oa} = e", e}‏ 
ويكون الحل العام كما يلي :- 
y(x) = Ae + Ae” + Ae”‏ 


2- جذور مركبة : Complex Roots‏ 
قد يكون للمعادلة المميزة بعض الجذور المركبة . لكننا نعلم أنه إذا كانت معاملات 
المعادلة المميزة ه حقيقية هة حقيقية فإن جذورها المركبة » إن وجدت › توجد ترافقيا› لیکن 


A AS Mr 7 P, 
Mm, = + 5, 11 2 -8 


حيث > و م ثابتان حقيقيان » ويظهر الحلان المقابلان لهذين الجذرين المتوافقين 
في الحل العام على الصورة: 4,٥”‏ + ",4 حيث ,4 .,,,4 ثابتان اختياريان» 
وكنا سبق أن رأينا في حالة المعادلة التفاضلية من المرتبة الثانية أنه يمكن التعبير عن 
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الدوال المركبة *”*ء بدلالة الدوال ذات القيم الحقيقية التالية: 


e“*cos Û x ,e “sin Bx 
8,6“ cos 8 x +B,,رe‎ sin Û x : أي‎ 
. ويلاحظ أن هناك دائما ثابتين اختياريين ,8, ,8 أو بذ , بيك‎ 


إذن إذا كان للمعادلة المميزة بعض الجذور المركبة فإنه من الممكن التعبير عن 
الحل العام بتوافقية خطية لحلول ذات قيم حقيقية. 


مثال -2- 
جد الحل العام للمعادلة التفاضلية التالية : 
0ح بر- "ر 
الحل :- 
المعادلة المعطاة خطية متجانسة من المرتبة الرابعة ومعاملاتها ثابتة : 
بوضع ”= ٠ر‏ نحصل على المعادلة المميزة : 


0= (1+ تيم)(1- (m?‏ = 1- ثم 


وواضح أن جذورها هي : ~= m =1, m --1 „Mj =i, mM,‏ 
ويكون الحل العام من الصورة : 


y(x) = Ae” + Ae” + A, cos x + A, sin x 
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Repeated Roots جذور متكررة‎ -3 


قد يحدث أن يتكرر أحد الجذور لمعادلة المميزة # من المرات » بمعنى أن يكون 
هناك عدد 4 من الجذور المتساوية من بين العدد الكلي ”7 لجذر المعادلة المميزة : 
.Z(m) =o‏ 
إذا كان هذا الجذر هو ” فما هي مجموعة الحلول المقابلة لهذا الجذر المتكررء لقد 
سبق أن رأينا في حالة المعادلة من المرتبة الثانية إذا كان الجذر مضعف فإن الحليسن 
المستقلين خطياً هما "6 و ”٠ء‏ إذن فإنه يبدو من المعقول أن نتوقع إذا كان أحد 
جذور المعادلة =٥‏ ()2 وليكن ,72 متكرر 4 مرة (7> 4) فإن : 


e™™ , xe™ تلج قمر‎ yasa. ,X e” 


هي حلول للمعادلة قيد الحل. ولإثبات هذا نلاحظ إذا كان ,” جذرا لامي من التعددية 
لكثير الحدود ()7 (أو جذراً إذا £ من الطيات) (أو جذراً من المرتبة £ ) فإن : 


Le™]= e™(m—m, )(m- My )...(m — M,) 
= e" (m- “يم‎ H(m) (ii) 


من أجل جميع قيم حيث 0خ H(m,)‏ 

وفيما يلي نستعمل الخاصية التالية = “و د وأن أشتقاق الدالة © بالنسبة 
mn‏ 

إلى × و :7 يمكن استبدالهما . إذن باشتقاق المعادلة (11) بالنسبة إلى # نحصل على: 


L[xe™ [ = “اج‎ [x(m - m,) H(m) + 1) زب - وم‎ H(m) + (m — m,)' H'(m)] 
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من أجل 2 < 4 فإن الطرف الثاني للمعادلة (12) ينعدم من أجل ,”= ومنه فإن 
”عند هو حل للمعادلة قيد الحل . 

إذا كان 3 < £ فنشتق المعادلة (12) مرة أخرى بالنسبة إلى 7 ثم نعوض ,” = :م 
فنجد أن ”26 هو أيضاً حل للمعادلة . 

ويمكن الاستمرار في هذه الطريقة إلى غاية الاشتقاق من الرتبة (4-1) » الذي 
يعطي النتيجة المراده » ونلاحظ أن المشتقة 4 الطرف الثاني للمعادلة (11) لا ينعدم 
من اجل ,”= ” لأن المشتقة 4 للحد “(: -:”) هي ثابت و 0 (”)1. ومن 
المعقول أن نتوقع أن الحلول التالية : 


مستقلة خطياً ونترك إثبات ذلك للقارئ . 

وفي النهاية إذا كان أحد الجذور المركبة +4 متكرراً £ مرة فإن الجذر المرافسق 
ن - 4 يكون متكرراً £ مرة. ومن الحلول ذات القيم المركبة المرفقة يمكن 
إيجاد 2/7 حلا ذا قيم حقيقية بأخذ الأجزاء الحقيقية والتحليلية للحلول . 


5000 1 , 5 
۸ع ر طلل الى 2 ل ی 
وهي عبارة عن دوال مستقلة خطيا وتكون من الصورة : 
eُ*™ cos (x, e* sin (x, xe” cos (x, xe* SiN UX, .........‏ 


7, 3 5 
xe” cos ux, x خلج‎ sin [x 


ومنه فإن الحل العام يمكن التعبير عنه بتوافقية خطية من ۸ حلا ذا قيم حقيقية . 
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مثاز -3- 
حل المعادلات التفاضلية التالية:- 


1- 0ح ير ابر - "رز "ر 
2- مع ير + "برج + ابر 
23 مع ر + “ر 


الحل:- 
1 -هذه معادلة تفاضلية من المرتبة الثالثة معادلتها المميزة هي:- 


-m? -m+1=o‏ تيور 
وجذرها هي : 1- = بط ,1= رm‏ ,1ع mM,‏ 
أي أن لها جذر ثنائي (1) وجذر آخر (1-) وبالتالي فالحل العام هو: 
“تع رم + Ax)‏ + به ) *© ع y‏ 
2- هذه معادلة تفاضلية من المرتبة الرابعة معادلتها المميز هي:- 
مح 1+ 2و2 + m"‏ 


mM, =m, =i, Mm, = -, "= وجذورها هي: 1ح‎ 


ويكون الحل العام من الصورة : 
A,X Sin x‏ + ع3 608 A, sin x + A,X‏ + +« 605 رك = J‏ 
'3-هذه المعادلة تفاضلية من المرتبة الرابعة ومعادلتها المميزة هي :- 


صم 1ل زر 
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ونلاحظ أنه يمكن كتابة العدد 1- على الصورة التالية :- 
7= تأي حجر روزع 1+ -1=-1+l0=cosr‏ 


حيث ۸ عدد صحيح موجب أو سالب . 


TET nr 


2 ها فتك‎ nr Z7 nr 
؛(1-‎ =e 4 2 = ردم - )ومن‎ + isin) + 
(~1) 5-09 ES 


ونحصل على الجذور الأربعة بوضع 0,1,2,3 =۸ وهم : 
-1-i 1-i‏ 1+1- 1+2 
ويمكن التأكد أنه من أجل قيم أخرى ل ۸ نحص على نفس الجذر. 


ويكون الحل العام من الشكل التالي:- 


ده A4‏ + ح وه A4,‏ لاع + A, sin‏ + ح و0 A4,‏ 
سن 0 | چ | 


. ۸ المعادلة التفاضلية الخطية غير المتجانسة مسنالمرئبة‎ -3- 1 
Nonhongenous Linear Differential Equations of n order 








7 دير 


أ- الحل العام General Solution‏ 
نبحث الآن عن الحل العام للمعادلة التفاضلية الخطية غير المتجانسة من المرتبة 
#والتي تكون من الصورة : 


)13( L[y]= ?ر‎ + 2, ()y 7 + .......... + Pp (*(y' + م‎ ,)*(y = )چ‎ ( 
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إذا كان ,نز رر حلين خاصين للمعادلة (13) فإنه يكون لدينا بناء! على خطية 
المؤثر 1 أن : 
© > (<«)ع - g(x)‏ - [ ,رط - LY,‏ (14) 
إذن الفرق بين حلين خاصين للمعادلة غير المتجانسة (13) هو حل للمعادلة المتجانسة 
والتي نحصل عليها من (13) باختزال الطرف الأيمن (×)ج إلى الصفر . وبما أن 
الحل للمعادلة المتجانسة هو عبارة عن توافقية خطية من دوال قاعدة الحلول 
(,لز........... رز و نز فإن أي حل للمعادلة (13)يمكن أن يكتب على الصورة :- 
(× )مر + (+* )ريز = بر 

(15) = Ay; (ZX) + AY (X) + ............ + A,Y,(x) + y, (x) 
)15( حيث ,ر هو حل خاص للمعادلة غير المتجانسة (13) وتسمى التوافقية الخطية‎ 
.)13( بالحل العام للمعادلة غير المتجانسة‎ 
تتمثل المسالة أولا في إيجاد قاعدة الحلول ( ,,ز,.......... ربز, ,نر ثم إذا كانت المعاملات‎ 
في المعادلة التفاضلية ثابتة فالمسألة على الوجه البسيط الملائم ويتم تعيين قاعدة‎ 
الحلول كما بينا ذلك في الفترة السابقة » وإذا كانت المعاملات غير ثابتة أي أنها دوال‎ 
في المتغير المستقل × فإنه من الممكن استعمال طريقة المتسلسلات كما هو الحال‎ 
. بالنسبة للمعادلات التفاضلية الخطية من المرتبة الثانية ذات المعاملات المتغيرة‎ 


ب- تخفيض المرتبة لمعادلة تفاضلية خطية Reduction of order‏ 


يمكن استعمال طريقة تخفيض مرتبة المعادلة التفاضلية الخطية من الرتبة ۸. 
لنبحث عن قاعدة الحلول ,'!,بر) للمعادلة (13). 


ويمكن اختزالها إلى معادلة متجانسة بوضع ٥‏ = (×)ع حيث نحن بصدد البحث عن 
قاعدة الحلول أي عن الحل المتجانس للمعادلة (13). 
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ليكن ,بر الحل الخاص للمعادلة (13) بدون طرف ثاني:- 
=o‏ (*) مرح ابر(ع) م +.......+ +p)‏ ابر (16) 
نضع الحل العام (المتجانس) على الصورة : (4)۸. ر = بر 
ومنه اکر + لبيرت ر 
"وريز + إنز2 + وريز = "ر 
”کر + ...+ 9 ررير + 00 بر = ر 


بالتعويض في المعادلة (16) نجد أن : 


(17) 3® + q(x) +... + q(x) =o 
. دوال جديدة في المتغير × وهي معادلة لا تحتوي على‎ ٩ ......... 4,4 حيث‎ 
9 - 1) زلا تفرض:‎ 


فتصبح المعادلة من الصورة التالية : 

JD + q2 لايس ...يي‎ = o 
۲= ۲)×( وهي من المرتبة (7-1) ليكن حلها هو:‎ 
: وبالرجوع إلى الدالة 9 نجد أن‎ 


(x)= (Yar + 
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ومنه فإن الحل العام هو:- 
)۲ + بن حبر 
حيث (×)۲ دالة في المتغير × وتحوي على (2-1) ثابت اختياري . 


وبالمثل بالنسبة إلى بر و (7-1) حل مستقل خطيا ,9 .........:3,,:9 للمعادلة 
المختزلة نجد قاعدة الحلول للمعادلة. (13) 


د ا ول 


وإذا كان أحد حلول المعادلة المختزلة (17) معروفاً يمكن أيضا استخدام طريقة 
تخصيص المرتبة مرة أخرى للحصول على معادلة من المرتبة (2 -2) وهكذا إلسى 
غاية الحصول على المعادلة التفاضلية من المرتبة الأولى . 


ومن جهة أخرى » في الواقع أن طريقة تخفيض المرتبة نادرأ ما تكون نافعة بالنسبة 
للمعادلات ذات المرتبة أكبر من الثانية. فإذا كان 3 <7 فإن المعادلة المختزلة تكقون 
على الأقل من المرتبة الثانية ونادراً ما تكون هذه المعادلة أسهل حل من المعادلة 
الأصلية . 


The Method of Undetermined Coefficients 


يمكن الحصول على الحل الخاص للمعادلة الخطية غير المتجانسة من المرتبة 7 ذات 
المعاملات الثانية بطريقة المعاملات غير المعينة ويعتمد شكل هذا الحل على شكل 
الدالة : (×)ع . 
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(×)ع = نز © + 'بر ,© + ل Qay TP‏ + “اير > Ly]‏ (18) 


وتمتاز هذه الطريقة بيسرها وبساطتها مقارنة بطريقفة تغيير البارامترات التي 
سنناقشها فيما بعد. لكن يعيبها محدوديتها حيث لا تنجح عموماً إلا لأنماط محدودة 
للدالة (×)ع من جانب وللمعادلات الخطية ذات المعاملات الثابتة من جانب أخر, 
واقتراح شكل ما للحل الخاص ليس عملية تخمينية صرفة بل يعتمد على مجموعسة 
قواعد محددة تعتمد بدورها على شكل الدالة (*)ج . على أنه في بعض الحالات قد لا 
ينجح هذا الحل التجريبي تماما في الحصول على حل خاص لكن بقليل من التمعن 
والتمحيص يمكن تعديل أو تحوير هذا الحل التجريبي ليؤدي إلى حل خاص نافع. 


1-نأخذ أولاً الحالة التي يكون (×)ع عبارة عن كثير حدود من الدرجة 7 : 


g(x) = b,x” +b" ل أ‎ +b, 
حيث ,8,.8,........,5 ثوابت معلومة. فإنه من الطبيعي أن نبحث عن الحل الخاص‎ 
من الصورة‎ 

J, = 4," + Ag Fass. + رك‎ 


بالتعويض عن ,رر في المعادلة (18) ومساواة معاملات قوى ”× على الطرفين . 


نجد أن:- ل مه 

وبفرض أن 20 ,© نجد أن : و0 A, = Db,‏ 

الراك »وراد 4 يمك الحضول طا مق ماما الود ات 
ا XX...‏ 
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أما إذا كان - ,0 وكان حل المعادلة المتجانسة ثابتاً فإننا لا نستطيع الحصول على 
,رك , في هذه فإنه من اللازم فرض ,ير على صورة كثير حدود من الدرجة 1+:7. 
وفي هذه الحالة فإنه ليس من اللازم أن يحتوي ,در على الحد الثابت. 


وعموماً إنه من السهل التحقق إذا كان '”*,.......1,*,*2 حلولاً للمعادلة المتجانسة 
فإن الصورة الملائمة للحل الخاص هي:- 


y,(x) = x" ) "عد رركم‎ + Aga + sss. + 4( 


2- لنأخذ الآن الحالة الثانية وهي إذا كان (×)ع على الصورة : 


g(x) = e [(Dyx™ +X +s. +b, ( 
فإن الحل الخاص يكون من الشكل‎ 
EE (AR EAD ال‎ +A 


إذا لم يكن ٠ء‏ حلا للمعادلة المتجانسة. أما إذا كان »> جذرا من الدرجة ء للمعادلة 
المميزة فإن الصورة الملائمة للحل الخاص هي : 


y,)×( = xe [A,X + Ag ¥ aaa. +4] 


هذ النتيجة يكن أثبائها: كما هو الخال بالنسبة المعادلة الحظية كين المتجانينة: 
بوضع (×) 1ء = بر تصبح [] حلا للمعادلة الخطية غير المتجانسة من المرتبة ۸ 
ذات معاملات ثابتة فيها الحد غير المتجانس عبارة عن كثير حدود ونئرك إثبات ذلك 


للقارئ. 
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3- بالمثل إذا كان (×)ع على الصورة : 





yJ(%) =e "عدر6)‎ + b,x" +.......+b, تا‎ 
cos %& 


فإن الصورة الملائمة للحل الخاص (×), ر هي:- 


ssa. + A4, ]cos 8‏ ل yy (x) = e [Ax + Ag‏ 
+e ™[B,x™" + By +a... +B, ]sin x‏ 
هذا إذا لم يكن م:+ » جذرا للمعادلة المميزة أما إذا كان 8+ » جذرا للمعادلة 
المميزة من الدرجة 5 فإنه من الضروري ضرب الطرف الثاني للمعادلة (19) 
في "ابر 3 
ونلخص النتائج السابقة في الجدول التالي:- 


+b, x" + [A +A, +‏ "بطح )رم 


ظ e‏ رار ...+ [A7 +A‏ سه 


2_6 2 | [A +4," +........4 4e" coş | 


+B, +........4B)eT sin]‏ ")+ ا 





حيث 5 هو اصغر عدد صحيح موجب بحيث أن كل حد في مر يختلف عن جميع 
حدود الحل المتجائس () ,نو . 
ملاحظة :- 


إذا كان (×)ج عبارة عن مجموع الحالات الثالثة السابقة فإن من السهل دائماً في 
العملي حساب الحل الخاص المقابل لكل حد على حده؛ وبناء على مبداً التركيب 
للمعادلة التفاضلية الخطية يكون الحل الخاص الكلي عبارة عن مجموع الحلول 
القاضئة لكل هد على حده: 


مثال ح4 
جد الحل الخاص للمعادلة التالية:- 
x + c+ EF‏ = 'بو4 - "بز 

الحل :- 
أولاً يجب البحث عن الحل المتجانس للمعادلة المتجانسة : 

0= ر4 - "بر 
وهي معادلة من المرتبة الثالثة ذات معاملات ثابتة. 
المعادلة المميزة هي:- m? - 4m = m(m? — 4) = o‏ 


وجذورها هي : 2~ = 2,74 = ,0,71 = Mm,‏ 
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ويكون الحل المتجانس من الصورة : 
ce 7‏ ب J, = ce, + ce‏ 


باستعمال مبدأ التر اكيب يمكن كتابة الحل الخاص للمعادلة قيد الحل على صورة 
مجموع الحلول الخاصة للمعادلات التالية:- 


ع = ابو4 - ",× و3600 = ابوك - "ر , ×= أبر4 - "بز 
بالنسبة للمعادلة الأولى نفرض الحل من الصورة ,4 + دبك = ,ريز 
وبما أن الثابت هو حل للمعادلة المتجانسة إذن نضرب في × : 
( ,4 + ×4)× = ربز 
بالنسبة للمعادلة الثانية نفرض الحل الخاص من الصورة : 
(x)= Bcos x + C sin x‏ ,م 
ولا تغير هذه الصيغة لأن *«005 و * 512 ليست حلول للمعادلة المتجانسة . 


أما بالنسبة للمعادلة الأخيرة نلاحظ أن 7ء هو حل للمعادلة المتجانسة لهذا نفرض 
الحل الخاص من الصورة 


y,, = Dxe* 


ويتم تعيين الثوابت بالتعويض عن هذه الحلول الخاصة في المعادلة المقابلة لهما. 
فيكون لدينا:- 
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eto GE لدو‎ 
8 5 


إذن الحل الخاص للمعادلة قيد الحل هو:- 


1 2 3. 1 -2× 
X)=——X  —~—SIN X + — Xe 
لع س2 كاير‎ 8 


The Method of Variation of Parameters د. طريقة تغيير البارامترات:‎ 


تمتاز طريقة تغيير البارامترات بعموميتها حيث يمكن تطبيقها على جميع أنواع 
المعادلات التفاضلية الخطية غير المتجانسة سواء كانت ذات معاملات ثابتة أو متغيرة 
(أي دوال في المتغير ×) وبصرف النظر عن نوع الطرف الأيممن (×)ج » بعكس 
الحال في طريقة المعاملات غير المعينة التي تطبق فقط في الحالات التي تكون فيها 
المعاملات ثوابت لأنماط معينة من الدوال (×)ع . لكن يعيب طريقة تغيير 
البارامترات أنها :- 


1 - أكثر مشقة خصوصا في حالة علو مرتبة المعادلة التفاضلية . 


2- اعتمادها على معرفة الحل المتجانس والذي قد يكون معتذراً في حالة كون 
المعائللاتك مر 


2- تضمنها تكاملات قد يتعذر الحصول عليها على صورة مغلقة. 
كني المنادلة التفاطلية الخطية غير المتجانسة عن الضورة :- 


)20( Lly]= "ابر‎ +p,  )م(ر “كبر‎ 17 + p (x)y' + p (%)y = g(x) 
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لنفرض أننا نعرف قاعدة الحلول ,نز, ......... رز إل للمعادلة المتجانسة 
إذن:-- (2<),نزبك4 + ............. + (36) ون[ و + (36) J,(x) = Ay‏ )21 


المتجانسة (20) على الصورة (21) لكن بعد تغيير الثوابت أو البارامترات إ,4) إلى 
دوال [(×),) ليكون الحل الخاص للمعادلة التفاضلية الخطية غير المتجانسة على 
الصورة 2 

)22( yp(x) = بير‎ )<( 0, (x) + ون[ (3) ولم‎ )36( ¥ ............. + U,(*)y„(*) 
ويبقى تعيين الدوال [(×),) بحيث يحقق هذا الحل (×) ,دز المعادلة غير المتجائسة‎ 
(*)ع =[ر]]. ولتعيين هذه ال + من الدوال الاختيارية يلزم فرض "۸ مسن‎ 
الشروط. وأحد هذه الشروط هي بالطبع أن يحقق الحل المفروض (22) المعادلة‎ 
التفاضلية المعطاة (20) أي (×)ج -[ب]5 أما باقي الشروط (0-1) فيمكن اختيارها‎ 
بحيث يتيسر حساب الحل.‎ 


: من المعادلة (22) نجد أن‎ 
(23) y' = > u, (x)y; (x) + رج‎ 4 (*)y, (%) 
i=l i=l 


ونختار الشرط الأول من الصورة : 


(24) رط[ لم رج‎ = BY; + BBY 4... + MY, = 


i=l 
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وبالتالي تصبح المعادلة (23) من الصورة : 


y= أز(*) نر رج‎ )<( = YÎ + BY} + + n, 


i= 
ونستمر بنفس الطريقة فتكون المشتقة من المرتبة (72) للحل ,بر من الصورة:‎ 


24) زح = تيبر‎ p(y P(e) = yf + BYP ارم + لد‎ 
i=| 


وتكون الشروط (2-1) المتوالية بالنسبة للدوال [,درا هي: 


اير + عع و ررقيو 11" زر موك ل (25) 
|= 


)26( y7 = (ay Fass. + Uy) + (YT +... + بر‎ ( 


في النهاية » نفرض الشرط أن ,نز يحقق المعادلة (21) . بالتعويض عن مشتقات 


العلاقة 0- [,ر][ حيث ۸, 1ك 11 
ونجد أن : 


405 


_ (احم) 


(27) 33 yT = yT Gy ean + UY, («)ع8‎ 
دز‎ 


وبإضافة هذه المعادلة إلى النظام (25) نحصل على ” من المعادلات الخطية غير 


المتجانسة بالنسبة إلى يلل وريا ,م : 
Villy + Yala Fass sas. + Jll, > 0‏ 
VIM + YM Fass + Yh, =‏ 
yl, =‏ + لمعمل + VIL + YIU‏ 
م ل ج جا يدت )28 
(٭)چ = ا ر + لم تأرو + ا )ر 


والشرط الكافي لوجود حل لجملة المعادلات (28) هو أن محدد المعاملات يكون غير 


معدوم من أجل قيم ×. وفي هذه الحالة محدد المعاملات هو (,نز, AT‏ 
الذي يختلف عن الصفر لأن ,از,..........ونز, بز حلول مستقلة خطياً للمعادلة 
المتجانسة. 

إذن فإنه من الممكن تعيين الدوال ,مه لوطل Ms‏ * 


باستعمال قاعدة كرامير (0735261) يمكن الحصول على حل المعادلات فنجد أن : 
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£ (x)W,, (x) 


29 ج‎ 5 = 2e 
(29) n, (¥) WO) m 7 
حيث ( ,ر , ...و و وإ[) 177 - (2) 77 و ,77 هو المحدد الذي نحصل عليه في‎ 

المحدد ( ,نز ,...., ونز, بنز) # باستبدال العمود 7# بالعمود '(0,1, (O, Oy...‏ 


باستعمال هذه الصيغة يكون الحل الخاص من الصورة التالية: 


سكم د 
١‏ ر )ر2 = )رر G0)‏ 


ويمكن اختصار الحسابات في عبارة ,در باستعمال متطابقة آبيل : 


حه(ء) lp‏ ~ 
=ce‏ (,لر...... وم )17 - WO)‏ )3 
والثابت cC‏ يمكن تعيينه بحساب )لاو ener‏ وول W (Ys‏ عند نقطة مختارة ونترك 


إثبات ذلك للقارئ . 


مثا( س5 
باستعمال طريقة تغيير البارامترات ٠‏ جد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية التالية:- 
× = انز "ر 
الحل : 
نبحث أولاً عن الحل المتجانس للمعادلة المتجانسة 0 - ر -”ر معادلتها المميزة هي 
0ع يور .mM‏ 


وجذورها هي : 1- = ,1 = "0,۳ = ,71 


: ويكون الحل المتجانس‎ 
Jy, = A, + Aye” + Aye 7 (i 
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نفرض الحل الخاص للمعادلة قيد الحل على الصورة : 


* 6(<) ور + *6(<) يلم + (0<) مر = y,‏ 


حيث * 6 2 ول =e,‏ وبر,1 - ر 
وتكون الشروط الثلاثة (28) في الصورة التالية : 


lu + ©” وبر‎ +e “U; =o 
Ou +e" U}, ~e "U; =0 (iii) 
Ou +e“, +e U, = x 


1 e e 
W(l,e ye *)=| o e” مع 2 ع تم‎ , Vx 
ZX اريت‎ 
م‎ e e 


إذن محصلة المعادلات السابقة تقبل حلا غير الحل الصفر. 


أي 
1 دم e‏ 
x x x‏ 
بے ھ(2)ے ىل BO +z‏ 
2 بر <( 2٤‏ ا = 
e 6‏ 1 
ع 1 
1س لمهت ج م2 »ىم م l0‏ = رل 
2y 2 2 2‏ 
o 1 e‏ 
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بد | ب 
8ه ® ه© 


x 1 
لاسشا — ھ “ع‎ x—- De” 


بم ¢ © 
o‏ © ه 


لي 


ويكون الحل الخاص من الصورة : 


2 
ا‎ TE 56 
N e + > (xele 


2 
2 


Ts E 


2 
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.: 0 


1[ - هل تكون مجموعة الدوال المرفقة لكل معادلة تفاضلية الحل العام للعادلة 
المعطاة. ثم عين مجال صلاحية الحلول ثم اكتب صورة الحل العام: 


[ 4ج قسن ر مل 6ح برق - 107 - "رز ”ر 
x}‏ ذه ,د {e ,e”*,cos‏ مير ر 
{e ,e”* cosh x}‏ 0ح + لر "رو "ر 
ee”, xe” }‏ 0ح + لر “يز "ر 
ا 006 2 
وا 06 اي ×= رز ر 
ا xe”‏ لك [sos sin x,eَ”‏ 
و *e=ر-‏ “ر 


1 - لنعتبر المعادلة الخطية الثابتة من المرتبة 7 : 


a,(x)y =0‏ + ...+ بو (جد) رهج ”ر 
حيث ;@ )7„ ........,1,2= (i‏ دوال مستمرة على المجال 1 . 
لنفرض أن ۸ Ps: eens‏ هي n‏ حل للمعادلة التفاضلية على المجال [. 
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أ- أثبت أن من أجل 3 -, 


من أجل x, € I‏ 
ب- اثبت هذه العلاقة في الحالة العامة 7 


: ج- بين أنه إذا كانت المعاملات © ثوابت حقيقية فإن‎ 
W (Qs... , f, (e) = W (Qs... „¢, )(x,)exp[-a, (x — x,)] 


1 - لنعتبر المعادلة : 


0 = نويه + "لړ + "ره + "رز 


حيث ,@ ,2,22 ثوابت حقيقية. نفرض أن } 
المعادلة الجبرية:- 


m? + am? + am + a, = o 


أ- إذا كانت 73 * 2 * 7 فأثبت أن الحل العام لهذه المعادلة التفاضلية هو: 


mx 


-O<X<O Eya J(X) = Ade" + “تون + كدلو‎ 


ب- إذا كان 73 * 2 7 71 فأثبت أن الحل العام لهذه المعادلة التفاضلية: 
gy, J(*)= 4677 + Bxe™™" + ce™™‏ 00> > م 
ج- إذا كان د" > 2 > ” فأثبت أن الحل العام هو: 
Bxe"" + exe"‏ + 4677 = (¥)7 حي © >< > 06- 


د- في حالة و7 = ۳ > ۳ جد ۹2%“ بدلالة 7 
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۷ - جد الحل العام لكل من المعادلات التالية: 
1- ا مع ررك لر "ررك ر 

3 0= لر "ررح رد2 

وچ 24260 37-507+ #ر10- “ر 
د معدن 1 ”برع ر 

=o -5‏ ر ر 


=o 5‏ 9+ ”6+ ر 


7 - باستخدام طريقة المعاملات غير المعينة . جد الحل الخاص لكل من المعسادلات 
التفاضلية التالية:- 
5 0-7 1ج -3y‏ ”و4 ر 
2 9= "ررك 5+ 9ر2 
ےج _ 

=e -3‏ لر3- ر + ”ر 
4- ×= لزع ر 

2ے ر 0 )5( 
5- 2= + ر2 ر 
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771 - باستخدام طريقة تغيير البارامترات جد الحل الخفاص لكل من المعادلات 


التفاضلية التالية:- 

1- 6ح رو رو 

y= 236 2‏ + لر "رز ”ر 
-y =2 -3‏ کر 

+3y =2 -5‏ لر -3y‏ "بز 


1- لنعتبر المعادلة التالية: 
QD =0 (j)‏ + بز(م) 0 + Y= FQ‏ 


حيث 43:02:01 دوال مستمرة على المجال 1. 
لنفرض أن [(20)*(:2:0) مجموعة دوال مستقلة خطياً وحلول للمعادلة (1). على 
المجال 1. 

أ- بين أن 21/491170 يعطي معادلة تفاضلية خطية من المرتبة الثانية بالنسبة 
ا 

ب- لیکن )لا / Hy‏ =3 . خفض مرتبة المعادلة الخطية من المرتبة الثانية ‏ إلى 
معادلة من المرتبة الأولى. 


ج تطبيق : 
6ح ر + برج "ر 
x x‏ 
x> 6‏ 
1 
و 2 إل ,و J5‏ 
x‏ 
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The Laplace Transform 


الفقصل الثاني عشر 
تعسويصسل یلاس 
The Laplace Transform‏ 


Introduction مقدعفة‎ 1 1 


سنتطرق في هذا الباب إلى دراسة إحدى الطرق الناجحة لحل المعادلات التفاضلية 
الخطية وتسمى هذه الطريقة بطريقة التحويلات التكاملية. 
يعرف التحويل التكاملي بالعلاقة التالية:- 


8 
(1) F(s) = (K(s,x)f ) (4 


حيث يتم تحويل الدالة (*)/ إلى دالة أخرى (7)5 بواسطة هذا التكامل وتسمى 
(5)” تحويل الدالة (*«)/رء أما الدالة (×,ئ)× تسمى نواة التحويل. 

تتمثل الفكرة العامة في استعمال هذه العلاقة (1) لتحويل المسألة بالنسبة للدالة (×) ر 
إلى مسألة أخرى بسيطة إلى (7)5 التي يمكن حلها بسهولة ثم يمكن الحصول علي 
الدالة المطلوبة («)/ر من خلال تحويلها إلى (7)5» وباختيار مرفق للنواة («,ى) كم 
ونهايتي التكامل »,6 فإنه من الممكن جوهرياً اختزال مسألة المعادلة التفاضلية 
الخطية إلى مسألة معادلة جبرية . 

وسنقتصر على دراسة نوع خاص من هذه التحويلات التكاملية وبعض تطبيقاتها في 
حل المعادلات التفاضلية الخطية, وهذا النوع هو تحويل لابلاس » ويعرف تحويل 
لابلاس كما يلي: 


(2) L{£()} = F(s) = |") 
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حيث أن نواة التحويل هي : 
X>‏ 6 
(s, x) =‏ كر 
x‏ 0 


وينفع هذا النوع من التحويلات لإيجاد الحال الخاص للمعادلات التفاضلية غير 
المتجانسة وخاصة في حالة أن الحد المتجانس دالة غير مستقرة . ومن الملائم تعريف 
التحويل بالصورة التالية :- 


o0 4‏ 
[f ()e "dx = lim (f (x)e ad‏ 
o 25‏ 
4 ۴ 
حيث ۸ عدد حقيقي موجب. إذا كان التكامل إ موج ودا وكانت نهايته عندما 
مه ج 4 موجودة فنقول أن التكامل ا متقارب وما عدا ذلك فنقول أن التكامل 
متباعد. وتلخص الأمثلة التالية هاتين الحالتين ‏ 


مثال(1): 
إذا كانت “م = (×) ٤‏ من أجل ٥‏ × , » ثابت حقيقي غير معدوم أحسب: 
كنا 


o0 4 به‎ 
|e“ dx = lim |e*ax = lim مح‎ = lim 1] 
A-o مجم م مجلم‎ 


وبالتالي فالتكامل متقارب إذا كان 60> © ومتباعد إذا كان c<٥‏ أما إذا كان 20 
فإن 1= (*)/ والتكامل متباعد أيضا. 
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مثال (2): 

إذا كانت =1 من أجل 1< × أحسب ور 
1 

الحل : 


* س 2 ونا د‎ lim In 4 
١ xX Ae 


وبما أن م = 4 ها lim‏ إذن فالتكامل متباعد . 





إذا كانت ”× = («)/ر من أجل 1< × و 7 ثابت حقيقي و 1د 
أت f(x)‏ 1 
1 
الحل : 
4 م 
|x dx = tim [xd = lim ——( 4" -1(‏ 
م [صجم م 1 


عندما »ج4 . مج 475 إذا كان 1< ص و هج ”4۳ إذا كان 1> صر 
إذن فالتكامل متقارب من أجل 1< ب ومتباعد من أجل 1> م وهذه النتائج مماثئة 


لنتائج المتسلسلة د . 


n=0 n 


Definitions and Theorems تعاريف ونظريات‎ 2 -- 1 


يجب وضع شروط على الدالة (*«)/ لنضمن أن يكون التكامل المعرف بالعلاقة (2) 
متقاربا » لهذا نعتبر الدوال (*)/ المعرفة من أجل >« > 0 والتي تتزا 
تدريجياً بجوار ٠‏ = × حتى يكون التكامل متقارباً بجوار الصفرء ونعتبر أيضاً الدوال 
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التي تتزايد تدريجياً من أجل قيم × الكبرى حتى يكون التكامل متقاربا أيضاً عند 
اللانهاية » كما يجب اعتبار الدوال القابلة للتكامل على جميع المجالات الجزئية للمجال 
٠ 0 > × > ©‏ ويؤدي بنا هذا إلى التعاريف التالية: 
تعريف -1-: 
نقول أن الدالة (×) ٣ر‏ المعرفة من أجل © > × > 0 متزايدة أاسياً عند اللانهاية إذا 
تحققت المتراجحه التالية: 
| “446 > (*)/] 2 من أجل قيم × الكبرى. 

حيث 0 < 1 و ء ثابتان حقيقيان. 
تعريف -2-: 

نقول أن الدالة (“«)/ر مستمرة بالقطع على المجال المغلق ۵ > × ك © إذا كان مسن 
الممكن تجزئة هذا المجال إلى عدد محدود من المجالات الجزئية ,4 > × > ,© بحيث : 
1- تكون الدالة («)/ر مستمرة على المجال المفتوح ,4 > ×ك ,© 
2- تكون كل من النهايتين (×)/ 1158 و (*) /ر 1112 موجودتان. 
ثل -4- ظ 
الدالة الموضحة في الشكل -1- هي دالة مستمرة بالقطع على المجال 86> + > 0 

)كر 


6 5 4 3 2 1 
شكل - 1 - 
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تعريف -3- 

نقول أن الدالة (×»)/ من الصيف 4 إذا تحققت الشروط التالية:- 

1 - يجب أن تكون الدالة معرفة على المجال © > +« > 0. 

2- يجب أن تكون الدالة قابلة للتكامل مطلقاً عند الصفر أي أن للتكامل 


J (xx 





a 
lim | 
S-+<0* 

5 


3- يجب أن تكون الدالة مستمرة أو مستمرة بالقطع على المجال © > >0 . 
4- يجب أن تكون الدالة متزايدة آسيا عند اللانهاية. 


مثاز وه - 
بين أن كل من الدوال:- 1,×,"× (7 عدد صحيح موجب).؛ #دصلة , #«ومه , *ع. 
هي دوال من الصنف 4 . 
وأن الدالة *ء ليست من الصنف 4. 
الحل:- 
واضح أن كل من هذه الدوال محققة للشروط الثلاثة الأولى المذكورة في التعريف 4- 
ويبقى تحقيق الشرط الرابع:- 
لنحسب:- 
n‏ 


lim‏ = زكر لج ]روزا 


3o0 xn م‎ 


إذا كان هم < ء فإنه يمكن حساب هذه النهاية بطريقة هوبتال 


م ا "بر ال x"‏ . 
j] =0‏ = ا lim — = lim‏ 
کم "م ەج “قوم سجر کن صوجيبر 
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إذن الدالة ”× من أجل ” عدد صحيح موجب متزايدة أسياً عند اللانهاية من أجل © 
ثابت موجب. 
يمكن التأكد بنفس الطريقة أن كل من الدوال : 
**اع Sin xX, COS X,‏ 
هي دوال من الصنف ۸, 
أما بالنسبة للدالة *ء فهي ليست متزايدة أسيا عند اللانهاية لأن : 


lim[e “e” 6د[‎ , VC 


وبالتالي فهي ليست من الصنف 4. 


-1 5 ذا‎ ٠ 
إذا كانت (*)/ر دالة من الصنف 4 فإن تحويل لابلاس (5)” > [(<) )1 المعوف‎ 
البرهان:‎ 


يعطي تحويل لابلاس للدالة (»)ر بالعلاقة (2).: 
L{f(x)}= F(s) = fe J (ax‏ 
ويمكن تجزئة هذا التكامل إلى عدة أجزاء: 
f (x)dx + fe" f (x)dx‏ ”ا + f ) (0: = e" f (xax‏ “ا 
حيث >٥‏ ,× و 8<0. 
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- من أجل 6 > × › الدالة )”ا محدودة وبما أن (#)كر من الصنف 4 فهي إذن 
قابلة للتكامل مطلقاً عند الصفر إذن التكامل: 
0 
le £ (lae‏ متقارب من أجل 0< 8. 
وبما أن (*)/ دالة متزايدة أسيا عند اللانهاية فإن : 
Me»‏ بك |( * |e‏ 


وبالتالي من أجل © < 5 يكون لدينا: 


3-6 


مله هادي (x : = er (a sSM eas < MH‏ رعسم 





إذن فالتكامل +4|()/ “|| متقارب. 
- بما أن الدالة (×)/ مستمرة بالقطع على المجال ,+ > * > 8 فإن التكامل 
4 |0د)/ “|| متقارب . 
وهكذا يكتمل برهان النظرية . 
ملاحظات: - 
1- إذا كان 5 عدداً مركباً فإن تكامل تحويل لابلاس للدالة ()/ من الصنف 4 يكون 
متقارباً من أجل 0< (26)5. . 
2- نلاحظ أن تحويل لابلاس هو عبارة عن مؤثر يلحق الدالة (5)/ بالدالة (×) ر 
أى: 
ي 





F(s) = L{f(x)} 
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وهو مؤثر خطي أي:- 

})*( أطي + [0ت) cL‏ > [() وريه + © sese , Le‏ ع 
ونترك إثبات هذا للقارئ. 
1 3 تعويل بعض الدوال البسيطة  Transforms of Elementary Functions‏ 


يمكن حساب تحويلات لابلاس لبعض الدوال البسيطة كالدوال الأسية والمثلثية 
وكثيرات الحدود. 

-6- ٠. 

لتكن (*«)/ر دالة ذات قيم مركبة ومن الصئف 4 . 


f(x) = u(x) + i(x) 
۰ حيث ک٤ ,بر دالتين حقيقيتين.‎ 
? جد تحويل لابلاس للدالة "6 - (×)/ حيث 48+ »- 5. و 872 © ,»و 1- ع‎ 
الحصل:‎ 
: بما أن .1 مؤثر خطي فإن‎ 


iL{9(x)}‏ + ((« )دراط L{p(x) +i8(x)}=‏ - [(<) رأءآا 


. L{e™} = L{ee*} = L{e“* cos fx +ie“* sin 207 


1 ×(873) ى ټ 
ر گے = پل ٭ے “ع L{e™)=‏ 
5 -ى :| 5-55 1 e‏ 





0402 


5 1 _ S-c+iG 
s- عه‎ (s- (2 + 8 
: إذا كان 5 حقيقياً فإن‎ 
عاك‎ oC 


L(e“* cos fx) = 02 


(Re s (عه<‎ 
ا‎ 
L(e“” sin Px) TET 


- إذا كان =٥‏ فإن : 








(Res ><)‏ , سكب = (sin ûj‏ : 5 ل 
إذا كان 0 - 4 فإن : 
S <6‏ 1 ل 7 
S~ oC‏ 


إذا كان 0-ه , 0= فإن : 


EE sd 
0 
-7- مثال‎ 
جد ["×)[ حيث 7 عدد صحيح موجب.‎ 
-: الحل‎ 


يكون لدينا من تعريف لابلاس ما يلي:- 
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L{x"}= |x"e “ax 
بإجراء التكامل بالتجزئة نجد أن:‎ 


* ”ير 


L{x"}= 3 5 








o0 
n ا‎ 
2+ f” يرم جا‎ 
م5‎ 
-: من أجل <> و 0< فإن‎ 


Lx" }= “عاط‎ ١ . 6 


ومن هذه ١‏ العلاقة يمكن استنتاج من أجل 7-1 ما يلي :- 


5 1- ال 
إذن ( ")1 اليك د L{x"}=‏ 
وبإعادة العملية ينتج : 
Da‏ 2 1 
( °"( حيست = ( L(x"‏ 
وبإعادة العملية ينتج : 
L{x*}‏ 2.1 21111 عد 5 L{x"}‏ 


ولدينا من المثال -6- أن 
L(x }= LÛ} =8"‏ 
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إذن : 


a 


n+ 
ا‎ 





S>0 


مثاز -8- 
جد تحويل لابلاس للدالة : 


4 > ع > 0 


x 
1= عد‎ < 4 


الحل: 
نلاحظ أن الدالة (») ر غير معرفة عند 0= × » 4 = × ولكن: 


L{f(x)} = je" f(a = fe" xar je" Sdx 


XxX gy ÎI ع‎ 2 E 
=] ıe“ [4 +] 1 
0 0 0 
: إذن‎ 
1 د بن‎ 
207 60([ = سدس سح جح‎ 
5 3 8 
Derivatives of Transforms مشتقات التعويلات‎ 4 X1 


بناء على نظرية التفاضل فأنه من الممكن الاشتقاق تحت تكامل تحويل لابلاس لأن 
الدالة (×) دالة من الصنف 4 أي يمكن اشتقاق الدالة (ئ)۴ : 


F(s)= e“ f(x)ax 
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ومنه يكون: 


5 F'(s) = & fe" f(a = fe" [xf (xJ 


وبما أن الدالة (×)/ هي دالة من الصنف ۸ فإنها تتزايد أسياً عند اللانهاية أي 


|) | > Me“, M>o,x> x, 
: إذن‎ 
سس‎ f م١‎ > Mxe (* 


ومنه يكون التكامل في العبارة (3) متقاربا من أجل © < 5 وهي تمثل تحويل لابلاس 
(×) × - . وبهذا نكون قد قدمنا برهان النظرية التالية:- 


نظ هة -3- 
إذا كانت الدالة (*«)ك/ر من الصنف ۸ و F(s)= L{f(x)}‏ 
فإن الدالة (*)7د من الصنف 4 ويكون . 


(4) F"(s) = L{-xf (x} 
)1( نتيجة‎ 
في الواقع يمكن إعادة نفس الطريقة ونفس التحليل للأشتقاق تحت التكامل فنحصل‎ 
على:‎ 
(5) F“™(s) = )-1(“ je *x* f (x(a 


أي إذا كانت (*«)/ من الصنف 4 فإن الدالة (×) “× *(1-) من الصنف 4 وتحويل 
لابلاس لهذه الدالة يعطي بالعبارة التالية : 
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(6) “ناما‎ f(%)]= )- 1 uf 0} ,  Kk=L2...... 





1- يمكن استعمال هذه النتيجة لتبسيط حساب بعض التحويلات وإحدى تطبيقاتها هي: 
أ إذا أخذنا 1= (×) ر فإن : 





L{x}= CD“ اللي رلك‎ ° 


ب- إذا أخذنا 5+ = («)/ر حيث 18+ - 5 و e,8 ٤#‏ فإن : 


3 
L(x e*}=(-* fy گ و = 1ك‎ e 
k! 
ار‎ 3 9155 < RS, k =1,2, 2000 


ويمكن استنتاج من هذه العبارة العلاقات التالية:- 


KIR[(sS- (عه‎ + 144+ 


L(x’ e cos fx} = [(s- 2ه‎ + 67 


kII[(s- (عه‎ +i8]*" 


L{xe“* = 
{ sin fx} -ى)]‎ o)? +87 


5 /!91)5 + (“4 
L{x" cos fx} = e ه.‎ 
3: 211) + 20(4*1 
L{x" sin $} = و- ا‎ 
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2- نلاحظ من العبارتين التاليتين: 
5<0 و 1 


لخ 


53 < 915 , لل رتور 
وى 


أنه من الممكن الحصول على تحويل لابلاس لحاصل ضرب دالة ما في دالة آسية 


وذلك بإجراء انسحاب في المتغير 5 , وفي الواقع هذه خاصية عامة نلخصها في 
النظرية التالية: 
نظ به -4- 


إذا كانت الدالة (*«)/ر من الصنف 4 و ((2)/)«2 - (5ى)م فإن : 
L{e®f(x)}= F(s-a), aeC‏ )7( 


البرهان :- 
نبدأ أولا بإثبات أن الدالة (<)م “6 من الصنف 4 . ويكفي إثبات أن (×)ر“ء دالة 
متزايدة أسيا عند اللانهاية . بما أن («)كر من الصنف 4 فإن : 


|/()| > Me“ , M>o ,ceR 
: إذا كان 946 -مه فإن‎ 
|e“ f(x) > Me = Me™ „ben 
إذن (#«)ير» دالة في الصئف 4؛ وتحويل لابلاس هذه الدالة يمكن حسابه مباشرة‎ 


008 


o0 


L{e™ f(x} = fee f(x) = [e J (x) 


وهو المطلوب . 


-9- 5 


باستعمال نتيجة هذه النظرية جد :- 


إذن: >> 9415 


RS >oc و‎ 


11× تحوبلات الشتقات 


0 


= F(s —-a) 


L{e“* cos A+} , Z{e“* sin x} 


6 


5 +8 





L {sin f} = 


5 
s2 +8 





L {cos ûx} = 
6 
(s- ce)? + 87 


عد اليد 
(s- e)? + 8?‏ 


L{e“” sin 8} = 


L{e“* sin 6} = 


Transforms of Derivatives 


تكمن أهمية تحويل لابلاس في إيجاد حلول المعادلات التفاضلية الخطية, وتتعلق هذه 
المسألة بمعرفة تحويل لابلاس لمشتقة المتغير التابع» الذي يمكن تعيينه بدلالة تحويل 


429 


نظرية -5- | 
لتكن ر دالة من الصنف 4 ومشتقتها هي أيضا من الصنف 4 › وليكن تحويل 
لابلاس للدالة ر هو ((«) )1 =(ء)۴ إذن: 

L{f'(x)}= sF(s)-— f (0)‏ )8( 
البرهان: 
نطبق ببساطة تعريف تحويل لابلاس والتكامل بالتجزئة فنجد أن : 


L{f'()]= fe f(a = lim fe" f'(x)ax 


a 


4 se" f(x)ax} 


0 





= lim {e /(*) 


=-f(o)+s fe f(a = sF(s)- f(0) 
. 995<60 حيث‎ lime“ f(4) =o حيث قد استعملنا في الواقع أن‎ 


ملاحظة:- 

يمكن تعميم نتيجة النظرية (5) بسهولة لتشمل المشتقات ذات الرتب العلياء لهذا نعتبر 
“د صنف من الدوال بحيث تكون هذه الدوال ومشتقاتها حتى الرتبة ‏ مستمرة على 
المجال © > × > 60 وحتى الصنف 4 (حيث ۸ عدد صحيح موجب). 

وبالتالي تكون فرضية النظرية (5) هي أن (×) دالة من الصنف الك . 
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نظ -6- 
إذا كانت الدالة / من الصنف ۸ حيث # عدد صحيح موجب ء وإذا كان تحويل 
لابلاس للدالة / هو (7)5 إذن : 


)0-0( كرب ...)“و رو اولوح 7ر1 )9( 


البرهان : 

تثبت هذه النظرية باستعمال البرهان بالتراجع على : من أجل ۸ ثابت › وتذكر أن 
طريقة التراجع لا يمكن تنفيذها من اجل ۸ < 7 لأن الفرضيات لا تتضمن وجود 
تحويلات لابلاس للمشتقات ذات الرتب أعلى من الرتبة ۾. 

في حالة 7-1 نحصل على نتيجة النظرية -5- . 

فإذا فرضنا أن المعادلة صحيحة من أجل 7 أي بالنسبة («)”/ فإنة يمكن كتابة 
() *”كر التي هي المشتقة الأولى للدالة ()0/ بتطبيق النظرية -5- نجد أن : 


L{f 17 (x)} = sL{f "7 ((مد)‎ - £ "(0) 
= ss" F(sS)-s"" f(o0)—.......... - ۶ (ە) ۶ -[(ہ)‎ 
=" F(s) — s8" f(0) = .......... - (ہ) "ی‎ - ۶ 00 


وهذه هي المعادلة قيد الإثبات مع تغيير ” إلى 7+1 إذن النظرية -6- قد تم إثباتها 
بطريقة التراجع. 
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وتعتبر هذه النظرية -6- هي القاعدة في استعمال تحويل لابلاس لحل المعادلات 
التفاضلية الخطية ذات المعادلات الثابتة وفي ما يلي سنعطي بعض الأمثلة البسيطة 
لتوضيح هذه الفكرة. 


مثال -10- 
جد الحل (×)ر4 للمعادلة التفاضلية من المرتبة الأولى الثابتة: 


0= بره + ابر 


الذي يحقق الشرط الابتدائي التالي: ,ر = (4,)0 حيث », ,نز ثابتان اختياريان. 
الحل :- ا 

حل هذه المعادلة هو : ”م,بر- بر حيث ,بر ثابت اختياري » ونلاحظ أن هذه الدالة 
من الصنف الى . لنبحث عن هذا الحل بطريقة تحويل لابلاس. 


لیکن : Y,(s) = L{,}‏ 
إذن : (o)‏ ,4 -(5) ملك = ( :1.04 
وبما أن .5 مؤثر خطي فإن : 

L{¢; +a4,}+ al{$,} = o 
s¥,(s8)- @,(o) + a¥,(s) = o : أي‎ 


1,8) = e أو:‎ 
S +a 
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وتبقى المشكلة الوحيدة هي أيجاد الدالة (),# التي تحويلها هو(7,)5 ولقد سبق أن 
رأينا في الأمثلة السابقة أن : 


L{e “}= , 5<0 
S+a 





إذن : $,(x)= ye‏ 
ونلاحظ أن الدالة (*«),4 هي من الصنف '۸#. 


مثال-11- 
باستخدام طريقة تحويل لابلاس ٠‏ جد حل المعادلة التفاضلية غير المتجانسة التالية: 


7 


f )×(‏ = بره + ابر 
والذي يحقق الشرط التالي : 
ملز > y)0(‏ 
الحل :- 
لنفرض أن الدالة ()/ هي من الصنف 4 وبالتالي يمكن حل هذه المعادلة بطريقفة 
تحويل لابلاس حيث أن در هي دالة أيضا من الصنف /4 » وليكن : 


L{y} = 7 )5(‏ 
و L{f(x)} = F(s)‏ 
وتتحول المعادلة التفاضلية السابقة إلى معادلة جبرية من الصورة : 


۲)) = ول‎ , ( 
S+@ S+a 
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ويبقى الآن معرفة الدالة (*)بر انطلاقا من معرفة تحويلها (5)بر › وليس لدينا طريقة 
واضحة إلى الآن لإيجاد التحويل العكسي» وسندرس هذه المسألة في الفقرات الموالية 
. كما سنثبت بعدها أن الحل يكون من الصورة التالية: 


y() = ده ربرب‎ + fe" f (dp. 


حي أن نك = jeya‏ 1 


60 


مثال -12- 
جد حل المعادلة التفاضلية التالية: 


ونز > (2)0ز , =sinx‏ بود2 + ايز 

الحسل:- 
نلاحظ أن في المثالين السابقين » كان لدينا معادلة تفاضلية خطية ذات معاملات ثابتة. 
ولكن في هذه الحالة المعادلة التفاضلية خطية ولكن ذات معاملات متغيرة. 
باستعمال طريقة الفصل الثاني يمكن الحصول على حل لهذه المعادلة من الصورة 
التالية:- 

J)×( = ye” + ع‎ |e" sin s ds 
أما باستخدام طريقة تحويل لابلاس فأنه يمكن تحويل المعادلة التفاضلية إلى معادلة‎ 


أخرى من الصورة : 





0 = (5ى)' 22 - (0)بز - (ى) SZ‏ 
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. 2)5( - L)y)×(( : حيث‎ 

وهي عبارة عن معادلة تفاضلية من المرتبة الأولى وليست أبسط من المعادلة 
الأصلية. ۰ 

إذن يوضح هذا المثال أن طريقة لابلاس لا تجدي نفعاً في حالة المعادلات التفاضلية 
غير الخطية أو الخطية ذات المعاملات المتغيرة. ش 
ملاحظة : 

إذا كانت الدالة (*)/ر غير مستمرة فإنه لا يمكن الحصول على تحويل لابلاس للدالسة 
(+)”/ من العبارة (8) . ويجب الأخذ بعين الاعتبار إضافة بعض الحدود في هذه 
العبارة . 

على سبيل المثال نأخذ الدالة («)/ المبينة في الشكل التالي:- 





80 كر 





شكل 2~ 
إذا كانت (») ٣ر‏ دالة من الصنف 4 فإنه يمكن حساب تحويل لابلاس بالصورة 
التالية:- ا 


بل (يد) عر تسن | + F(a‏ عسي 1 = هزع "له | = Lf '(e)}‏ 
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وبعد إجراء التكامل بالتجزئة نجد أن : 





+ 96 J (x)dx+e ™ f(x) 





L{f'(x}=e * f(x) „ +8 |e f (ax 


= s je far +e™ f(x )= f(o)=e™ f(*;*) 


[f(x )— f(x, ([‏ تع - رم)ثر sL{f(x)}-‏ = 
حيث : f(x )- f(x, )= 4B‏ 
وبهذا نكون قد أثبتنا النظرية التالية :- 
نظر 4 3 -] م 
إذا كانت الدالة («)ك/ر من الصنف /4 ومستمرة من أجل 0<« عدا عند النقطة 
,× = × وإذا كان تحويل لابلاس لهذه الدالة (×)/ هو: 

L{f(x)} = ل‎ )5( 

فإن : : 
(x)= sF(s)- f(o)-e ™ [f(x )~ f (*, 7)]‏ رالا (10) 
ملاحظة:- 
إذا كان للدالة (*)/ عدة نقطة اتصال فإنه يجب إضافة حدود مشابهة للحدود التسي 
أضفناها في العبارة (10). 
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1> الدالة جاما The gamma function‏ 
يمكن الحصول على تحويل لابلاس لقوى × غير الصحيحة وذلك باستعمال دالة ما 
ليست معرفة في الرياضيات الأولية تسمى دالة جاما . 
تعرف الدالة جاما بالعبارة التالية : 

)11( 1) - fe pa , x>o 
: وبتعويض (1+ ×) بدل × في العبارة (11) نجد أن‎ 


(12) T(x+1)= e 06*47 


وبإجراء التكامل بالتجزئة نجد ما يلي : 


+ |e” 8 dB 


o 


)13( 1] +1( - e8"; 





وبما أن <٥‏ × إذن 0ج *7 عندما 0ج ومنه يكون: 
مج e٥۶8‏ عندما ه ج 6 
ونستنتج أن : 
T(x+1 = e „6 dB = xT (x)‏ (14) 
نظرية -8- 


T(x +1 = x(x) فإن‎ × < ٠ من أجل‎ 
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ملاحظة :- 
في حالة # عدد صحيح يمكن استعمال عبارة النظرية -8- فيكون لدينا: 
= (م)'1م = (1+م) 1 
n(n—1T(n-—1)‏ = 


س س ست س سے سسا سیت سس ست ست ست 


= n(n -1)(n —2)......2F7 (2) 


(16)1! = 
ولكن: ش 1= | T(D) = fe 6°18 = -e*‏ 
وهكذا نكون قد أثبتنا النظرية التالية: 
نظ 3 -29 
من أجل ۸ عدد صحيح موجب فإن T(r +1) = n!‏ 
ملاحظة: 





بوضع اء = / حيث 0< ء في عبارة التكامل (14) نحصل على : 


T(r +1( = ا‎ e“s*t"sdt = s*" fe™r"di 


0 
حيث ٥‏ <1+× ومنه يكون: 


S>0 , «<-1‏ , ساد 


0 


x+[ 


3 
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وواضح أن الطرف الثاني هو عبارة تحويل لابلاس للدالة ”+ ومنه فإن : 
(1[+*)1 دحي 
L(t 9‏ (15) 


وإذا أخذنا 1/2- = × نجد أن: 


_ 50/2( 


2 5 / 8 1/2 
0 ومنه نسننتج أن‎ 
م‎ = Ss LP / = 42 = r 
2 8 
Periodic Functions الدالة الدورية‎ 7 X1 


نعتبر الدالة (*«)/ دالة دورية ودورها × : 

)رع )¥ + عدار (16) 
وتكون الدالة معرفة تماما إذا كانت معرفة خلال دور واحد X‏ > + > م . وإذا كانت 
(») دالة من الصئف 4 فإن :- 


(x) = fe f(a‏ امآ 


ويمكن كتابة التكامل على شكل مجموع متكاملات: 
o (+X‏ 


L{f(x} = 3, |e “f(a 


n=O nX 
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ويوضع 6 + م = × تصبح العلاقة السابقة من الصورة : 


ا ص 
f(B)ap‏ | “0 رج = L{f(XY}‏ 
ونلاحظ أن التكامل في الطرف الثاني في هذه العبارة لا يتعلق ب 7 وبالتالي يمكن 
جمع المتسلسلة الهندسية على حدة: 





ونكون قد أثبتنا النظرية التالية:- 


نظرية -10- 
إذا كانت الدالة (×) من الصنف 4 وكانت (<«)ثر -(2+20)/ فإن : 
4 
|e ™f(8)ap‏ 
ET‏ [(يو) ارا )17( 
1-e”‏ 
مثال -12- 
جد تحويل لابلاس للدالة (:)/ المعرفة كما يلي : 
© > <> 0 [-(*)لى 
0<X > 2‏ 0 >(« ر 


f(%)‏ - (20 + 2) ل 
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(x) 


C 2c 3c 4c 


يعطي تحويل لابلاس لهذه الدالة بالعلاقة (17) أي 1 


00ت 
L{f(x)} = EE‏ 
5 14 ا 
© سه 
IC e8]‏ * جص = LUC}‏ 1 


1 
L(f(x)} 1 كل‎ 
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مثال -13- 
جد تحويل لابلاس للدالة (×)ج المعرفة كما يلي : 


2 >« > 0 
ع2 > عر > 


[1 
8) 2 


8) 





نلاحظ أن : 1 -(<)كر2 - g(x»)‏ 
حيث (×) ر هي الدالة المعرفة في المثال -12- 


إذن : L{g(x)} = L{2f(x)-1}‏ 
2 
|| 3م ب ۴ 
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5 





ويمكن كتابة هذه العبارة من الصورة : 


L{g(*)} = tanh 


11 8 التحويل المكسي The Inverse Transform‏ 
نلاحظ من خلال أمثلة الفقرة (11× -5) أن مسألة حل المعادلات التفاضلية تكمن في 


معرفة الدالة التي يكون تحويلها معروفاً. فالدالة (×)/ حيث () = [(٭)/)1 
تسمى بتحويل لابلاس العكسي للدالة (7)5 ويمكن أن تكتب: 


)كر = L"{F(s)}‏ (18) 
حيث 1 هو مؤثر لابلاس العكسي وهو أيضاً مؤثر خطي كما سنرى ذلك فيما بعد. 
وسنحاول الإجابة على السؤالين التاليين: 


1 - كيف يمكن معرفة التحويل العكسي (*) 4 من خلال معرفة التحويل (7)5 ؟ 

2- هل التحويل العكسي لدالة معطاة ۶ وحيد ؟. 

نناقش في البداية السؤال الأول حيث يمكن الحصول على التحويل العكسي بطريقة 
تحليلية وبواسطة استعمال عبارة التحويل المركب . ويتطلب اشتقاق وتطبيق هذه 
العبارة معرفة نظريات التحليل الحقيقي المتعلقة بحساب التكاملات المحدودة . 

وقد تكون بعض هذه النظريات غير معروفة للقارئ لهذا نلجأ إلى طريقة أخرى يمكن 
من خلالها معرفة التحويل العكسي : 


ليكن : (*)/ و (*)ج دالتين من الصنف 4 حيث: 


L{f(x}J= 2)5( , 9158 >o 
‘L{g(x)}= G(s) , 95< 6 


ولنبحث عن الدالة (×)۸ التي تحويلها هو عبارة عن حاصل ضصرب التحويلين 
()۴ , ()6 أي: 

)19( L{h(x)} = H(s)= F(s).G(s) , Rs>e 
© = ۵2×)», 8( حيث‎ 


ومنه: 


L{h(x)} - | f(a je" gd, 35 <‏ 
والتي يمكن كتابتها من الصورة: 


L({h(x)} = ا‎ E f (g(axdy, Rs <6 


2 1 اء | = L{h(x)}‏ 
وبوضع لر + - ل نجد أن : 


L{h(*)} = | اء‎ je ™ fU -y)au م‎ 
(20) 0 1 (U - s0 e , 915 >o 
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حيث تم تغيير تركيب التكاملات مع المحافظة على نفس منطقة التكامل الثنائي:- 
في الحالة الأولى:- يتغير بر من الصفر إلى © و لا من بر إلى ه. 
في الحالة الثانية:- يتغير 1 من الصفر إلى © و بر من الصفر إلى ل. 


ر 
برع نا 
U‏ 0 
شكل - 5- 
ونستنتج من العبارة (20) أن : 
| 4ر - 4 = L{(E)}‏ ل2 
وبالتالي نفرض أن : 
h(x) = 71 (x - y)g(y)dy‏ (22) 


هكذا نكون قد أتثبتنا النظرية التالية: 


445 


نظ ية -11- 
إذا كانت الدالتان (×)/ و (×)ع من الصنف 4 , 


L{f(x)} = F(s) : L{g(x)} = G(s) 





23) 1 ]د ع(د جما ا‎ = FOG 
ملاحظات:-‎ 
تسمى الدالة / المعرفة بالعبارة (22) بالتفافية الدالتين (#)كر و (×)ج ويرمز لها‎ -1 
في بعض الأحيان بالرمز:‎ 
دم‎ f*g 
”)لط - رار‎ )5(١ gi L{f(%}= F(s) : إذا كان‎ -2 


فنقول أن ()/. هو تحويل لابلاس العكسي أو اختصارا التحويل العكسي. 
3- يمكن كتابة العبارة (23) باستعمال الملاحظة -2- على الصورة التالية : 


24 L"{F(5).G(S)} = [f(r y)g(y)dy 


4- نذكر فيما يلي بعض خصائص الالتفافية ونترك إثباتها للقارئ : 


أ- /*ع=ع*؟ 

ب- ع *() *)cg(=‏ / 

J *(g*h)=(f*g)*h ج-‎ 
f*g+W=f*g+f*h 


/*٥=0 ه-‎ 


مثال -14- 
جد تحويل لابلاس العكسي للدالة : 


1 emma سيج‎ 


1 1_ 
1+ء 1-عم s1‏ 


الحسل: 
لدينا: =e“‏ 5-0 2 و e“‏ = ا 1 


5+1 








l= jee“ dU =e" {e™ dU + وکو‎ 
eW [1 1 
= ھاس = 12 “م = اسسام‎ - 


كما يمكن الحصول على نفس النتيجة باستعمال الطريقة التالية. 
نلاحظ أنه يمكن كتابة الحد سج من الصورة التالية: 


ااا 
s2-1 28-1 +1‏ 


وبما أن 17 مؤثر خطي كما سفرى ذلك فيما يلي . 


EEE 


إذن : 
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1 
= € 
26 ) 


مثال -15- 
1 

د 2 العكسي للدالة 20 
جد تحويل بلاس (1+ 8)8 
الحل: 
لقد سبق أن رأينا أن : 

1 : 1 
عو‎ , L{sin x} TET 





إذن بناء على النظرية (11) فإن : 1 1 |د هو عبارة عن التففية الدالتين 


(2+1ى)ثى 


: 5128 , xX 


5)8 +1( 


5 1 1 5 00 0 
7 tg (r= y)sin y dy = x sin y dy - jysin y dy 
= X— X COSX + XCOSX — SiN X 
= x - 5112 x. 
كما يمكن أيضاً الحصول على هذه النتيجة بالطريقة التالية:‎ 


1 1 1 


sS (s +1) 2+1مى 2ى‎ 


وبما أن 2 مؤثر خطي فإن : 


aE RE 
. ا‎ 5 1 3 . 0 


= x-—sinx. 
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ملاحظة: 

سنقدم في أخر الفصل جدولاً لبعض تحويلات لابلاس وذلك للاستعانة بها واس تخدامها 
للحصول على تحويلات لابلاس العكسية : 

نعود الآن إلى السؤال الثاني الذي سبق أن طرحناه والمتعلق بوحدانية التحويل 
العكسيء وسنقدم القاعدة الأساسية التالية دون إثبات» ويمكن الحصول على برهانها في 
كتب الرياضيات المتقدمة. 


نظ ية -12- 

إذا كائت ,ر دالئين مستمرتين على المجال »> × > ٠‏ ومن الصنف 4 و 
L{f(*)} = 1, )5( , 915 <6‏ 
Lf, )201 = 1" )5( , 92152‏ 


فإذا كان (5,)5 = (5) 5 من أجل » < 985 فإن (٭) رم = (*)ر من أجل كل قيم ×۔ 


0 


نتبحة: 
اکى فا ذه انر هي خا بز رن لان الي س وات 
o‏ دالتين مستمرتين ومن الصنف ۸ وكان : 

L{f(x)} = 1 )5( , 915 <> 

Lf )*(( = يل‎ )5( , 915 


فإن التحويل العكسي للدالة (5) ۴ط + (5) ,7ك هو (*),/ +(×),إه حيث ,م 
ثابتان. 
ولإثبات هذه النتيجة يكفي ملاحظة أن : 


(25) L{af,(x)+ bf, (x)} = aF, (ى)‎ + DF, (5) 
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وبناء على النظرية السابقة فإن (*) ,/8 + (×) 7ك هي الدالة المستمرة الوحيدة من 
الصنف 4 التي تحويلها هو (5) ر0 + (77)5© وبالتالي : 


(26 LaF, (s)+ DF, (s)}= af, (x) + bf, (x) 
وهذا يعني أن 20 مؤثر خطي.‎ 


ملاحظة : 


ست 


تدخل مسألة تحويل لابلاس العكسي في عدة مسائل رياضية أخرى وكأبسط مثال 
النظرية التالية: 


نظ 3 13- 
إذا كانت 7 دالة من الصنف 4 و (7)5 تحويل لابلاس لهذه الدالة فإن : 

lim F(s) = o 
البرهان:-‎ 
: بما أن / دالة من الصنف 4 فإنها تحقق المتراجحة التالية‎ 

Me“‏ > إا«) رأ 
حيث © عدد حقيقي 
إذن بوضع © = 985 نجد أن : 

|F(sY > M je "ede =4 |= رك‎ (Rs >c) 
: وواضح أن‎ 
2D lim|F (| =o 

وهو المطلوب . 


وهكذا نكون قد أثبتنا ما يمكن أن نحتاجة؛ ليس فقط (7”)5 تؤول إلى الصفر عندما 
يؤول 5 إلى ٥ه‏ ولكن في الواقع أن |(7)5:| تبقى محدودة عندما ‏ ج 9815 . 

ونكتفي بهذا القدر فيما يخص مناقشة السؤال الثاني المتعلق بوحدانية تحويل للاإبلاس 
العكسي» لأننا لا نستطيع أن نقدم كل التفاصيل في هذه الدراسة البسيطة والمختصوة › 
ولكن يبقى السؤال مهما لأن في كثير من الحالات لا يمكن الحصول على التحويسل 
العكسي في صورة صريحة . 

تمرين : 

أثبت أنه إذا كانت (×) دالة من الصنف ۸ وتحويلها هو (5) فإن : 


(28) lim sF(s) = f (o) 

ثم أثبت أنه يمكن تعميم هذه النتيجة بالنسبة للدوال من الصنف “4 . 
[× -9- تطبيقات علي المعادلات التفاضلية الغطية ذات المعاملات الثابتة. 

Applications to Linear Equations with Constant Coefficients. 
رأبنا في الفقرة -5- أن مؤثر لاإبلاس يحول المعادلة التفاضلية الخطية ذات‎ 
المهاملات الثابتة إلى معادلة جبرية بالنسبة لدالة التحويل » وقد تناولنا بعض المعادلة‎ 
من المرتبة الأولى» ويمكن تعميم الفكرة بالنسبة للمعادلات ذات المرتبة العلياء ويمكن‎ 
الآن دراسة بعض الأمثلة الإضافية بالتفصيل لمعرفة إيجابيات وسلبيات هذه الطريقة.‎ 
مثال-16-‎ 
: جد حل مسألة القيم الحدية التالية باستخدام طريقة التحويل‎ 

0= (0) ر ,1= 6B y= 451004 , y)0(‏ + "ير 


حيث 8,4 ,« ثوابت اختيارية . 
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الحل:- 
نضع : (ء)=((×)ر)1 فيكون لدينا : 


L{y'(x)}= ناث‎ )5( - y(o) = sU(s)-1 


L{y"(x)} = sS U(s)- sy(o0)—s° y'(0) = 5317 )5( - 5 

بتطبيق المؤثر 1 على المعادلة قيد الحل نجد أن : 
ج2 ت 2 2 2 
SU(s)-s+ 7 U(s) EET‏ 


ومنه مدعي ات و = U(s)‏ 


)52+82()2 +0?) ى‎ EYE 
الحالة الأولى : 8 + به إذن في هذه الحالة يمكن كتابة عبارة (ئ) 0 على الصورة:‎ 


ا 0 ل فتبي يي 


8 +2ى ۵+ و | م- 8 r‏ 


5 A4 6o 
و‎ + 8 ITE 2ن + ی |(2م-‎ 8+8 


وكون L1) )s(‏ = (x)ر‏ من أجل 7 ± © فإن : 


۶ ہہ 4 ___) تل AB‏ كن ود 
ipl aria) Ê a (75|‏ 


Td sin ax - سوه‎ Ax] أو‎ 




















y(x) = cos لعجل ++ غ2‎ E 
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الحالة الثانية: 
ده في هذه الحالة يمكن كتابة عبارة (27)5 على الصورة : 





AB‏ ري 

6 + عي 2 + 2و U(s)=‏ 

: وباستعمال العلاقة‎ 
k 
Lf £(}=(-0* Lf) 
1 1 

0 = 2| zk ein يكون: | »ممعم - مت‎ 
y(x) = cos r + بكر‎ (sin عق‎ - Arcos fe) : ومنه‎ 


وهذه المسألة بسيطة تبين أن هذه الدالة هي بالفعل الحل لمسألة القيم الحدية المعطاة. 
مثال -17- 
جد حل المعادلة التفاضلية التالية: 


0(=2)ار , 4-(منز , y"(%+2y'(%)+y(%)=3xe”‏ 





الحل :- 
ليكن (7)5] = ((×)ر)[ إذن المؤثر 7 يحول المعادلة قيد الحل إلى معادلة جبرية من 
الصورة: 1 
3 5 0 
sU (s)- 4s - 2+ 2[sU(s) - 4]+ U(s) 2-7‏ 
1 3 ,19+ وين 


712 ١ 
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والتي يمكن كتابتها على الصورة : 


4)5+1( +6 3 
(s+1 (s+ 





U(s) = 


4 6 3 


2 0 TN 
(1[+5ى) *“(5+1) 1+ى‎ 


وباستخدام التحويل العكسي نجد : 


1 
E‏ * عبر6+ * ع4 = (د)يز 


y(x) = (4+ 6x + أو +6 ع‎ 


ونرى مرة أخرى أن معرفة الشروط الابتدائية تسهم في فعالية الطريقة المستعملة . 


مثال -18- 
أوجد حل المعادلة التالية: 


y"+k y= f(x) , y(0) = 4,y'(0) = 8‏ 
حيث 4 ,8 ,۸ ثوابت معلومة » (×) هي دالة معلومة كيفية. 


الحل:- 
نفرض أن (ء) 0 =((×)ر)1 و ()۴ = ((*)/)2 وبالتالي فإن مؤثر تحويل 
لابلاس يحول المعادلة قيد الحل إلى معادلة جبرية من الصورة: 


sSU(s)— As - B + kU(s) = F(5) 
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As + 8 F(s) 
sS+k 2م‎ +k 








= (5)ن . 


ومنه : 
وبأخذ التحويل العكسي لهذه الحدود وباستعمال نظرية الالتفافية نجد أن: 


KAAS‏ سنوزم sin be + f (r=‏ + اهمه 4 = )جر 


أو: 8 Acos be + sin kı + f(0) sin (e‏ = وار 


مثال -19- 
جد حل المعادلة التفاضلية التالية : 

1- = )1( ,3- - (0)بزر ,0 yJ"()+2y'()+y()=x‏ 
الحل: 
في هذه الحالة الشروط الحدية ليست معطاة عند نفس النقطة . 
لیکن : L{y(x)} = U(s)‏ 
ونعلم أن 3- = (0)بر ولكن نحتاج أيضاً إلى (ه)ر من أجل كتابة تحويل ”ر ليكن 
إذن 8 = (ه)'ر ونأمل تعيين 8 فيما بعد باستعمال الشرط 1- - (1)ر . 
تحويل المعادلة يعطي : 

عل - U(s)‏ + [(3-) - (و) s(-3)- 8 + 2[sU‏ - (و) لانو 
ك3 

وبالتالي: 


-305+1(+ 8-3 , 1 


TTT 8 (+1 
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وباستعمال الكسور التجزيئية نجد أن: 


1 2 
++ 
5+72) [1+ى فى 





1 2 1 B-2 
2 + 2 
sS sS 1+ى‎ (s+1) 


وباستعمال التحويل العكسي نجد أن: 
yJ(x)=x-2-e * +(B—-2)xe *‏ 
والآن نفرض أن هذا الحل يحقق الشرط 1- = (1)ر 


أي +)B-2( e‏ '€-1=1-2- 
ومنه نجد 3= B‏ 
وتكون النتيجة الأخيرة هي : 
y(()=x—-2-e* +xe +‏ 
مثال -20- 
نعرف الدالة السلمية (×) عه بأنها : 
20> 0 


(×) 5 1 06 


والتي يكون معطاة من الشكل: 
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» (x) 


شكل - 6- 


في هذا التعريف نلاحظ أن الدالة (×) © معدومة من أجل طور سالب وتساوي 
الوحدة من أجل طور موجب أو معدوم. وبالتالي: 


c(x—~c)=0 X <C 
=1 X>c 


-)29( 


وتمسح الدالة > بسهولة بانسحاب منحنى الدالة (#)/ر إذا كان منحني الدالة : 
y= f(x) *< 60‏ 
المبين في الشكل -1- ومنحنى الدالة 
xz>c‏ (6 -2) /ر(ه - 2) =e‏ بر 


المبين في الشكل -2- 
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xX Xx 
-7- شکل‎ 


ويتعلق تحويل لابلاس للدالة (ء- ×) ر(ء-×) » بتحويل الدالة (*«)كر . 
لنعتبر التحويل التالي: 
je" <c (x-c)f (x c)dx‏ -[(ه )ره 11 


0 


وبما أن 0=(--×) » من أجل ٥> × >٤‏ و 1ع-(6-*)» من أجل » < × 
إذن : L{c (x-c)f(x-c)}= je" f(t-c)ax‏ 


وبوضع م- برح 3 نجد أن: 


Lc (x-c)f(x-c)} = fe "“*™f(as 


6 


وى رعسو 0 ب 


=eL{f(x)}. 
=e 17 (ى)‎ 
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ونخلص إلى النظرية التالية: 
نظ -4 1- 
إذا کان (×) ۶ = (()۳۴) 171 و c<٥‏ حيث (×) ر معرفة من أجل ٥‏ > ×> ع- فإن : 
(x—ce).‏ عه L {e “F(s)}= f(x-c)‏ 
مثال -21- 
جد حل المعادلة التفاضلية التالية:- 
© = (0) ,1= (م)بر (×)چ = بر4 + "بر 
حيث الدالة (×)ع معرفة كما يلي: 


4x 0>2>1 
g(x) - 
x XxX >1 


الحل: 

واضح أن الحل يكون معرفا من أجل 0< × أين تكون الدالة («)م معرفة. 

في هذه المسألة نلاحظ أيضاً صفحة أخرى من قوة طريقة تحويل لابلاس. في الواقع 
أن الدالة (×)ج في المعادلة التفاضلية دالة متقطعة: 

لهذا نفرض أن : L{g(x)} = U(s)‏ 

ونحتاج إلى حساب [(×)ع)[ بدلالة الدالة السلمية ». 


ويمكن كتابة الدالة (×)ج على الصورة : 


g(x) = 4x - 4)2-1( عه‎ )<-1( 220 
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وبالتالي : جد - )ع1 





وينطبق مؤثر تحويل لابلاس على المعادلة قيد الحل نحصل على : 


ع4 








ك2 - ب = () نه +ه SU(s)-s-—‏ 
0 
وبالتالي: 
عن سكج - (و)نا 
(2)52+4مى (2+4ى2ى 2+4 
وحيث 
E.‏ اع د جه 
4+ ”و 2م )4+ 8)8 
إذن تصبح (ء) 0 من الشكل: 
2 1 1 1 1 5 
16 دح ع م ل لوحي د O‏ 


وبتطبيق التحويل العكسي نجد: 
)x-1(‏ ¢ 0 —- 26 ما -(1-) |2 ای =× + :2 ووه = («)نز 


ويمكن التحقق من أن هذا الحل هو حل المعادلة قيد الحل ونترك ذلك للطالب. 
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A Table of Laplace Transforms جدول نعويل لابلاس‎ -15- ×1 


نقدم هنا جدولاً مختصراً لتحويلات لابلاس. وواضح أن (7)5 ترمز لتحويل لابلاس 
للدالة (#)/ر وأن (5)© ترمز لتحويل لابلاس للدالة (×)ع. 









ا 
01 
| 





هھ 


cos $ 


N» 


sin x 


n 


1 
' 


ص 

+ ادح + 
® ١ه‏ 
د 2 


مه 
م 
١‏ 
8 


5-0 + 7 


EE 1 
6 sin x 2 ل لله‎ 
ْ (s- »(* + 7 


e“* cos x 





8 
k ! 

1 40 اي 
اع 


9 


١ 
1 


0-7 


قر e ١‏ 
ْ 0م ا ا 340 
Ê‏ “زور + k!(s‏ 1 وه غير 








[(s- e) + PTT‏ ظ 
__ “صخ مام | 
ا 2م + o)?‏ -ى] ظ x" sin fx‏ 
0 الاك رهط RIC)‏ ا 0 
J‏ + 07 -0] ا 
FIGS o) tip"‏ | 0 
O [(s-o+@F‏ | 
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SF(s)— f(0) | 


[ | )ر 


F(s).G(s) 
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f~ هوه‎ (x-—c) 
)»م‎ 
K0) 
e 

ree U)g(U)dU 


Jrenau 


cosh kx 


sinh 





تمساريسسن 


0-1 جد تحويل لابلاس للدوال التالية: 


1- coskx , 2- sinkh 

3- +2ير‎ 4-5 ` 4 x» -k بر4 ب‎ 
5- xe” , 6- e? تيه ب‎ 
7- coshkx , 8- sinh kx 

9- cos? ke , 10- sin? ke 

11- sin عه‎ xcos 2 و‎ 12- x"e“ cosbt 


13- x" e“ sin &x 


0 o<x<1] 


14 =x ].>*>2 =| 
1 X>2 


oSx<] 
x>1 


1- بين أن كل من الدوال التالية هي من الصنف ۸. 


1- ×” , )7 (عدد صحيح‎ 2- xe“ 
3- x" e™* 4- “وير‎ cos bx 
5- »ل‎ 6- In(l+x) 
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1- أثبت أن : إذا كانت («)/ر دالة من الصنف ۸ فإن : 
L{e“ f(x)}= F(s—a); s>a‏ 
حيث : L{/(x)} = F(s)‏ 
۷- باستعمال عبارة المسألة 111 أحسب تحويل لابلاس للدوال التالية: 
مدوم *2-ع -2 2 صو *6 -1 
رم 4 ?× ع -3 
e“ sinh bx 6- e“ coshbx‏ -5 
۷- أثبت أنه إذا كان (5)/ = ((×) )1 حيث 0< ء فإن : 
ورت 1 
L{f (ax)} = - 13 ,5<0 ,4>0‏ 
qd 4‏ 
1- أثبت أنه : إذا كانت (7)5 = (()/ر)2 فإن : 
r‏ : 
F(s)‏ حك ")1-( = L{x" f(x)}‏ 
ds‏ 


1- باستعمال عبارة المسألة 71 أحسب ما يلي: 


1- L{xsin x} ظ‎ ٠ 2- L(x? 05 


3- !تر‎ 4- L{x"} 
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1- باستعمال عبارة المسألة 177 وعبارة المسألة ۷1 احسب تحويل لابلاس 








للدوال التالية : 
xe” sin 2x 2- xe” c0s 3x‏ -1 
xe” 2 02 4- × e* "0‏ -3 
×[- جد تحويل لابلاس لحل كل من المعادلات التفاضلية التالية: 
1= (0) ,0= (0)ير مع 4+ "ر -1 
0 = (0) ر ,1= (م)بر 0= +p‏ 'ر2- "ر -2 
0= (0) ر ,0 = (م)يز 21 005 = بر + "ر -3 
1- = (0)”بز,2 = (0)'بزره = (0)بيز “م - بر- "ر 4 
1= (0)"بررم = (0) ر ,0 = y)0(‏ د xe” Sin‏ = بر + "بز 5 
× جد الدالة («)/ المستمرة على المجال ]ه,ه] التي تحويلها هو : 
3 1 
س 2 سسشلد -1 
ی (S-272‏ 
8 4 
کک 4 -3 
+g)‏ 8( 1+ ?8 
م ا 00 
(s~2)(s +3)‏ (5+3)ى 
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1- اثبت أن التفافية دالتين هو مؤثر تبديلي أي: 
()(/ *ع) = f(x gay = f(g (x= y)dy‏ = (م)(ع + ر) 


1× - باستعمال نظرية الالتفافية . جد الدالة المستمرة على المجال |0,0] التسي 


تحويلها هو : 
مناحعت :ده كر 
)5+ 5-1()5) (52+4)ى 
کے ا E‏ 
(s +3)(s? +1)‏ (9- )ی 
2s 8” +3‏ 
ج 6 لتخدا 5 
(s7 7 (s-1()s (2‏ 
1- احسب مايلي : 
1+ “م -2 * x‏ ?مع -] 
sin ax *1‏ -4 وير -3 
x*sin ax 6- x*cOS ax‏ -5 


۷×- إذا كانت ر دالة مستمرة على المجال ]© ,0] و F)s( = L)£ )x([‏ 
فأثبت أن : 


{F(a} = 3 , a>o‏ ال ا 
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2- L"{F (as +6)}= fe , ©0<ه‎ 


۷×- باستعمال طريقة تحويل لابلاس . جد حل المعادلات التفاضلية التالية : 


J/)0(=1 , 2-=(0)'ر‎ 
y(o0()=0 , y'(0)=o 
y(0()=1 , ر‎ (0(=1 


y'(0)=1 , yJ"(0)=o‏ , 0= (زمبر 


y(0)(=3 , y'(0)(=0 , y"(0(=0 


y(0)=o 


y(0)( =0 , y'(0)=0o 


J(0) =0 0 y'()0( =1 


y(o0)=1, y'(0)=o 
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1- بر2 + 'برة+ "بن‎ =e 


sin ×‏ ”م د py‏ + "ر -2 


xX 


3- اك برج ابر2 + "ر‎ xe 


× = يز4 - 'بو4 + "رز - ”ر -4: 


كبرة- = ر4 + ”بر -5 


6- عبر‎ + 1 y(Odt = cos x 


7- ر)x»(-‎ 2 y(Ddt = e“ 


oS<Sx<1] 


1-0 


o<Sx <1 


1< 0 


< ۸ 
OSX< 2 


x> 


o<x <I] 
x >1 


1 
|= + ر -8 
0 
0 نت آي 
4 ل 
1 
=ر+ "ر -10 
0 
4 
8 لوسر -11 
0 


الفصل الثالت عشر 


دراسة وجود ووحدانية حلول المعادلات التفاضلية 


Theory of Existence and Uniqueness of 
Solutions of the Differential Equations 


الفصل الثالث عشر 
دراسة وجود وانفراد حلول المعادلات التفاضلية 


Theory of Existence and Uniqueness of Solutions of the 
Differential Equations 


Preliminary Remarks ملاحظسات أوليه‎ 1-1 


لقد وضعنا في الفصول السابقة نماذج رياضية لمختلف المسائل الفيزيائية › 
وكل هذه النماذج عبارة عن معادلات تفاضلية عادية مع شروط ابتدائية وقد رأينا أن 
كل نموذج يستخدم كتمثيل نافع لمسألة فيزيائية » بمعنى أن يكون له حل واحد تام . 
وسبق أن ذكرنا في الفصول السابقة أيضاً نظريات متعلقة بوج ود انفراد حلول 
المعادلات التفاضلية من المرتبة الأولى والثانية ومن المرتبات العليا وسنحاول إثبات 
هذه النظرية خلال هذا الفصل . 


2-1 نظرية وجود وانفراد الحل 
Anu Existence and Uniqueness Theorem‏ 


سنقدم برهان نظرية وجود وانفراد الحل بالنسبة للمعادلات التفاضلية ذات 
المرتبة الأولى على أنه من الممكن تعميم هذا البرهان بالنسبة للمعادلات ذات 
المرتبات العليا كما سنوضح ذلك فيما بعد . 

لنعتبر المعادلة التفاضلية من المرتبة الأولى التالية : 


( 7 وع*«) ير 2 )1( 


ولتكن '1 منطقة مستطيلة معرفة كما يلي : 
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2 > وبر يرا و © > إم - |x‏ 
والنقطة (مبز,,<) هي مركز المنطقة '1. 
إذا كانت كل من الدالتين / و لي مستمرتين عند جميع نقط المنطقسة 7 . فانه 


يوجد مجال ما : 7>|,-*| ودالة (×)ل لها الخواص التالية : 





|x - x, 


أ) (×)م = ر هي حل للمعادلة (1) على المجال ۸ك 





ب) على المجال ۸> 





,× -مإ| ؛ الدالة (×)م تحقق المتراجحة : 


|[%(*) - ر‎ sb 
¢(xo) = Yo ج)‎ 


د) (×)م دالة وحيدة على المجال / ك|,×- »| بمعنى هي الدالة الوحيدة 
التي لها الخواص (i‏ ب) ج). 


المجال ۸ ك |,×- ×| ليس من الضروري أن يكون أصغر من المجال ۾ ك|م×- ×| 
حيث تبقى الشروط مفروضة على الدالة / والدالة برة//© . 

وسنقدم برهان هذه النظرية الأساسية في الفقرات التالية . وفي الجوهر يعتمد البرهان 
على إثبات أن متتالية ما من الدوال لها نهاية وأن الدالة النهائية هي الحل المراد 
وفي هذه الحالة يمكن تعريف هذه المتتالية كما يلي : 





وز > (8) ريز 


(x)= y, + Û Fy, (Dat‏ رمس 
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Û (Y(t‏ + وبر (x)=‏ وز 


(2) y,(%)= ونز‎ + [ f (bY, 1(0 


وهكذا يمكن أن يظهر البرهان منطقيا » وسنعطى أولا بعض الأمثلة من المتعادلات 
التفاضلية الخاصة قبل البدء في البرهان . 


8 ]1~ 
اثبت أن متتالية الدوال المعرفة بالمعادلات (2) تتقارب الى حل مسألة القيم 
الحدية التالية : 
[=ڕلز , 0=× , ر 2 
الحل :- 
1-(*),ر 


yJ (x)=1+ [dt =1+ x» 


2 

Xx 

=l+ | )1+ +[1ع ه(‎ x +4— 
(x) > 1+ [+a - 1+ كحم‎ 


3 


(x)=1+ aegis 
2 2 3 


ومن هذه الصورة المتسلسلة فإنه من الممكن وضع : 


٤پ‏ ت 


س رر = (x),ر‏ 
إم سم 
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وهذا من السهل إثباته بالتراجع . علاوة على ذلك فإن نهاية هذه المتتالية موجودة مسن 
أجل جميع قيم × الحقيقية لأن النهاية ليست إلا متسلسلة ماكلوران 84261211518 للدالة 


x 


© التي هي متقاربة من أجل جميع قيم × . 
أذن : 
o0 x‏ 
=e"‏ =( ,نر يهنا = 
k=o +‏ 


وأنه من السهل التحقق أن *6 هو الحل لمسألة القيم الحدية المعطاة . 


مثال -2- 
جد حل مسألة القيم الحديثة التالية : 


المتتالية المعرفة في (2) تصبح من الشكل : 


y,(x) =1‏ 
3 
5 ا2 
57 جد به ] +1= (e)‏ 
3 
3*5 س ع2 5 
3 د به ] +1 - )وير 


[dt =4 - 4‏ +1 > () ربز 
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3 
وواضح أن نهاية هذه المتتالية هي د وهذه الدالة هي جل مسألة القيم الحدية 
المعطاة . 


A lipschitz Condition فرط ليشيتز‎ 3 - 1 


لقد اعتبرنا في فرضيات نظرية وجود وانفراد الحل أن الدالة “ر ومشقتها 
0 مستمرتان في المنطقة 7 . إذن إذا كانت (ز,::) و (ينز,:) نقطتين في 17 
بتطبيق نظرية القيمة المتوسطة على الدالة /ر بالنسبة ل برء فإنه يوجد عدد "ر 
بين ,نز و يبر حيث : 


f(y) - f(x») - Zn (ور-‎ 


وبما أن س مستمرة في المنطقة 7 فهي محدودة في هذه المنطقة » أي أنه يوجد عدد 
م موجب حيث : 
2 
êy‏ 





من أجل كل نقطة في 7 . وبما أن ("ر,×) نقطة.في 7 فبالتالي : 


Qf (x,y) 


س 


dy 


|د - ام ک |( رد)۶ > ( )۶| )3( 


| (ey ( - £ (x:2) = 7 - ار‎ 








من أجل كل زوج من النقط (,ر,×) و (رر,×) في المنطقة ۲ . 
وتسمى المتراجحة (3) بشرط ليبشيتز للدالة ر . 


03 


وواضح أن تحت فرضيات نظرية وجود وانفراد الحل » يظل شرط ليبشيتز عالقا مسن 
ليبشيتز في برهان هذه النظرية بدل من فرضية استمرار الدالة أت : 

ر 
ويمكن إعادة نص هذه النظرية › بدلالة الشرط (3) بدل من فرضية استمرار الدالة 
3 فى المنطقة 7 . 
رر في 


مثال 3~ 

إذا كانت "ر = (نر,د)/ر في المنطقة (2 > إبراءا > || (xv):‏ = 7 
بين أن هذه الدالة لا تحقق شرط ليبشيتز في هذه المنطقة . 
الحل :- 
لإثبات هذا » يكفي إيجاد زوج من النقط الذي من اجله لا تتحقق المتراجحة (3) من 
أجل أي ثابت موجب ۸ . 
لنعتبر النقطتين التاليتين : 


(xy), )*,0( : -1 > <>1 ,و‎ yJ, < 0 
: إذن‎ 


ر د 2= ال ے (0:¥) f‏ )ل f‏ 
1 
yJ, ~0 yJ‏ 


وإذا اخترنا ,بز أصغر ما يمكن فواضح أن ”ر = م يصبح أكبر ما يمكن 
إذن فالمتراجحه (3) لا تتحقق من أجل أي ثابت موجب م . 
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111 -4 برهان نظرية وجود العمل 

A proof of the Existence Theorem. 
إحدى فرضيات نظرية وجود وانفراد الحل هي أن الدالة ر دالة مستمرة في المنطقة‎ 
. 7 وبالتالي فالدالة / محدودة في المنطقة‎ 7 


: أي‎ 
V(x,yJeT , 3384 >0 : |/(x,y)| > M 


وليكن العدد 7 حيث : min(a,)‏ - بر 
وبالتالي يمكن تعريف المنطقة الجزئية ۸ بما يلي : 
ك |. ر - را 1 # > R= (x, y) e R:|x - xo|‏ 
ونعتبر الآن متتالية الدوال التالية : 
ول > (8)ونر 


(4) y,() = y, + f(y, (DF , n>1 


وقبل البدء في البرهان نثبت أولاً التمهيديات التالية : 
تمهيدية -1- -1- Lemma‏ 
من أجل ۸ ك|,×-×| فان : 


1 - م : 58> إرنز- )ريا 
البرهان : 
سنثبت هذه التمهيدية بالبرهان بالتراجع . 
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أولاً : إذا كان ۸ > |,×- »| و 7-1 فأنه : 





f Fr.‏ |- إمثر =( نا 


> ل <| <M fd = Mle =x,‏ 
لنفرض أن المتراجحة متحققة من أجل م أي : 
ک | ےر -() ,را من أجل # > |,× - |x‏ 
وهذا يعني أن النقطة ((×) ,نز,) هي نقطة من المنطقة 7 أي : 


1م > 2( 7 12 





وبالتالي يكون لدينا : 
f F(t‏ | | - 9 يبنا 
<M fa‏ 
M|x~x,|5 Mb >‏ > 
وهو المطلوب . 
ويمكن أن تصاغ هذه التمهيدية بشكل أبسط : 
إذا كان ۸ ك | ,× - »| فإن مجموعة النقط ((*) ر,») حيث .....0,1,2 =۸ هي نقطة 
من المنطقة 7. 
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ملاحظلة : 
يوضح الشكلان التاليان المنطقة 7 في حالة اختيار الثابت / حيث : 





h= REY) 
1 





حتت وله 


ليزن وت -2- Lemma‏ 
إذا كان ۸ ك | × - | فان : 

n =123,..‏ , |)%( روط =0( Ely,‏ ك )%0( (J (xy, (0)= f (xy,‏ 
وتمثل هذه التمهيدية شرط ليبشيتر ونترك إثباتها للقارئ . 
تمهيدية -3- -3- Lema‏ 
إذا كان / > |ر×- | فأن : 


n=l yn 
n „ME 7 


210 
n! 








MK" 
اس ک )رر -() را‎ - × 
n 
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البرهان : 
في الحالة 7-1 يكون لدينا من برهان القضية - 1- : 


( ,× - )1 ك | ربز - (6<) ,را 
لنفرض أن المتراجحة متحققة من أجل 7-1 أي : 


n~! 


(x) = =‏ رن -(*) دمض )5( 





0 - x, 


ولنثبت الآن أن : 








أ 0 0 ك )ر - () ريز 
لنعتبر الحالة ۸+ ,× > × > ,د فيكون لدينا من التمهيدية -2- 
(9-y, 0| - | Uy )0(- (ya)‏ 
yr (Det‏ £ -(0) مط lf‏ > 
أو 2(0 K wr (0~ y,_‏ ك |( ly, (0-y,‏ 
وباستعمال الفرضية (5) نستنتج أن : 


(6) |, (e) > وا‎ MR کک‎ (1x, )" dı 
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n 











أو Xx, SxSx, +h‏ و e x|‏ کے > )ر )رز 


0 o 


في الحالة ,× > × ك ۸ - ,× تتبع نفس الخطوات السابقة فنحصل على نفس النتيجة 
وهكذا يكتمل برهان التمهيدية -3- 

ونعود الآن إلى إثبات نظرية وجود الحل للمعادلة التفاضلية . 

البرهان : 

من التمهيدية -3- يمكننا مقارنة المتسلسلتين التاليتين : 


S9 د‎ >y, (9-> 6, 


و (7b)‏ للك = ومن 


n=) 
: وواضح أن المتسلسلة (ط) متقاربة لأن‎ 


و e‏ سيركت ل کے = u)‏ 


وبما أن : )عا > امنا 
ومن اختبار المقارنة اختبار (18616556255) فإن المتسلسلة (*)5 متقاربة مطلقاً 
وبانتظام على المجال ۸ك |,<* - | . 
إذا أخذنا المجموع الجزئي حتى الحد £ للمتسلسلة (©,7) نجد أن : 
...+|( =0( +|( بر =( > [(2) (9-y,‏ ,> 


n= 
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+] )«( - ,نر‎ (x)]+ [y, (x) - ريبز‎ )<([ 


4 
ومنه يكون : [(*) ,نز - (×) ]< +(×) ,ر = (×) ر 
n=)‏ 
وهذه الصورة تبين أيضاً أن المتتالية ((*) ,) متقاربة على المجال 7ك |ر× - | 


وتؤول إلى دالة ما في المتغير × ولتكن (×)م أي أن : 





(x) = lim y, (x) 
. ويبقى الآن أن نثبت أن هذه الدالة (×)م مستمرة وتحقق المعادلة التفاضلية‎ 
| : لدينا من تعريف الدالة (×)م‎ 
(e) = yo (x) + رح‎ ly, ):( - ريز‎ )0[ 
n= 
: أو أيضاً‎ 


[0) بر - وم رس] "9 = 9-y,‏ 


1م تير 


وباستعمال التمهيدية -3- نجد أن : 


() برد ومس 5 > LOO‏ 
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(Kh)“" ي‎ 
(+1)! 





(8) < |x - x×,| <> 


وهذا الحد يؤول إلى الصفر عندما © ج2 من اجل ۸> 





: ويعني هذا أن‎ |x - م‎ 
lim f(y, (Dat = f(a 


وتكون (×)م هي حل المعادلة التكاملية التالية :- 
y, + (f(D!‏ = )4(0 


ولاستكمال برهان نظرية 710850 يجب أن نبين أخيراً أن (*)بر هي حل وحيد 
لمسألة القيم الابتدائية المعطاة على المجال [©+ ,× , ©- ,*] . 
لهذا نعتبر (<)4 حلأ للمعادلة : 

(0ز ,)رح 'ر 
على المجال © > 
بحيث ,لز - (,0)32 
إذن استمرارية الدالتين (:)4 تستوجب أن يكون مجالاً حول النقطة ,× » ليكن 
6 > |,× - ×| هذا المجال والذي بداخله يكون 8 > |رر-(x)م|‏ . إذا كان الفرق 
بين ()# و رر يكون دوماً مساوياً 5 » فليكن ,× قيمة ل× قريبه من ,× والتي 
يكون من اجلها يكون هذا صحيحاً . 
“)6| و 





ا 











<b for |x - x. | <|, - x 





,نز - (#)م| 
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7 5 م 
|,*«- 9 أ,*- 39 7 


ولا - (,0)3 


Xx ات‎ 


× له 2 





(9-a) : إذن‎ 











ومع ذلك » باستخدام نظرية القيمة المتوسطة . فأنه توجد قيمة ي =× بين ,ند و × 


: بحيث‎ 
Q(x) <<, 0 
¥, ¬ ¥ 


= |4')4(| - |/ ),4)4([ > M 

من هنا يكون لدينا تناقض مع (,ع) مالم يكون 7< إ,عا- ,×| . 

بمعنى أخر » لكل حل (×)4 لمسألة القيم الابتدائية » فأن المتراجحه ‏ > | رر -(+)م| 
تبقى ثابتة من اجل جميع قيم ,× في المجال © >|,×- | بشكل شامل . 


ا )ط-9( 








من العلاقتين : 
y, + (DF‏ = عبر 
y, + (EHD‏ د ردق 


والتي تبقى متماسكة من اجل حلين لمسألة القيمة الابتدائية » فيكون لدينا من طرح 
المعادلتين واخذ القيمة المطلقة : 


fry)- 6 4‏ = | ($4 - )بر 





إضافة إلى ذلك » بما أن 8 > ]بر -(:)4| من اجل قيمة × في المجال |x-*x,| < a‏ 
فأن (()ر,)/ و ((40,)/ لهما قيم عند نقط من 7 . 


482 


وبالتالي فأن شرط ليبشيتز محقق › وفي المتراجحه الأخيرة يكون لدينا : 


(10) |) 9 - 40 5 0 





زيادة على ذلك › بما أن الفرق الأكبر بين )بر و (4)#/ هو 68 2 فيكون : 


j - 24 -: 


فإذا عدنا إلى المتراجحه (10) السابقة واستعملنا التقدير ل |4)0-()ر| في الحد 


اا 24 = اطا.»- مهتا[ 
فإذا عدنا إلى المتراجحه (2) بهذا التقدير الجديد فإننا نحصل على : 


ا ترمد ايا جم مد > |40 - )| 


بالاستمرار في هذا الإجراء في تنقية التقدير ل |(:)#-(*)] نحصل بعد 
الخطوة 5 على : 


> (0)ل - ردير 





۰ |) - 8| 3 








و كر ”224 > إإبد)ق - |y( e)‏ 


ونلاحظ أن الحد الآتي لهذه المتراجحه المستمرة هو من الرتبة (12+1) .لمتسلسلة القوة 
المتقاربة “2564 والذي يقترب من الصفر عندما يصبح ١‏ لانهائيا . 
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وبالتالي فان الفرق |(×)# -(×)ر| يمكن أن يأخذ اختيارياً صغير يأخذ 2 اكبر ما 
يمكن وبالتالي يكون الفرق معدوماً ومنه : 

y(x)= (x) : |x - *,| >» يكون على المجال‎ 

وهكذا يكمل برهان نظرية 210310 والتي يمكن إعادة صياغتها في الشكل التالي : 


:_Pi 1 نظ‎ 


تعتبر المعادلة التفاضلية : (10 f),‏ = ايز 
والشرط الابتدائي : Yo‏ = ( )لز 


حيث (ر,×) ل دالة مستمرة في منطقة مستطيلة 1 : 


<a 





,×*-×| , 48 | ررر 
وتحقق شرط ليبشيتز : | رر - ,رھ ک |( رر ,:د)/ -( ,ر )] في ۲ . 
إذا كان 14 > |(ر,»)/| في '1 وإذا كان 8 اصغر العددين دده فأنه يوجد حل 
وحيد لمسألة القيم الابتدائية : 
,ل > (,*)بز و (لز تار = ابر 
على المجال 72> |,*ة-2] . 


يمكن تعميم نظرية 210210 لتشمل المعادلات التفاضلية العادية من الرتبة 
الثانية والتي تأخذ الشكل : 


(ل ,"نز ,)كر = "ر (11) 
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والتي يرفق معها الشروط الابتدائية التالية : 

ولا > )x(‏ ر و ملز (ى*)رز 
على المجال : © > 
ويكون نصها كما يلي :2 


نظ ية -2- 
إذا كانت الدالة ('ر ,ر ,»)ر في المعادلة (11) ومشتقاتها الجزئية بالنسبة إلى رر,'ر 
مستمرة في المنطقة '1 . المعرفة كما يلي : 





. | 





(12) |x-x×,| > © 1 نز -بر|‎ 2 1 y-y | > © 


فأنه يوجد مجال ما : ۸ > |,+* -*| » وحل وحيد (×)م للمعادلة التفاضلية (11) 
على المجال 7 > |ر×- | » ويحقق الشروط الابتدائية التالية : 





)13( ولط (,6)"ة0‎ , #*%.)= Ye 
ملاحظات:‎ 
يمكن أتباع خطوات البرهان السابق لإثبات هذه النظرية » كما يمكن الحصول‎ -1 
. ٠ عليه في عدة مراجع أخرى”" ونترك إثبات هذه النظرية للقارئ‎ 
يمكن أن يتم تعميم هذه النظرية على المعادلات التفاضلية من المرتبة العليا‎ -2 
. مباشرة‎ 


E.L.Ince : "Ordinary Differential Equations" London Longmans, Green and CO - 
10277 
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نسار يسن 
1- حل كلاً من المعادلات التالية بطريقة التقريبات المتعاقية : 


x =0‏ , 1= ,ر = ر 1 بزع ابر 


2-0 0 لل 0 ع ر 
1-060 1= ررر 2y‏ = 'ر 
0-060 1 ون عبر : +ع + برع ابر 


2- اثبت التمهيدية التالية : 


إذا كان 8> إربر- )ريز و *),2 و1[ = yy»)‏ 


فان 8 > إربر-(#*)بر| 


3- في هذه المسألة سنهتم بسؤال انفراد الحل للمعادلة التكاملية : 
(DF‏ نار | = ممق 


أ- افرض أن م و ۷ حلان للمعادلة التكاملية . 
اثبت أن : 


p= -[)ف نار | = و‎ lt (Det 
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ب- بين أن : 
fl, Cet‏ ]%0 متأم || > إن - سانا 
ج- باستعمال شرط ليبشيتز بيّن أن : 
K flO (Or‏ > )ل =( 


حيث 1 الحد الأعلى ل | في المنطقة E‏ 
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الفصل الرابع عشر 


النظم الخطية للمعادلات التفاضلية 
Linear systems of Differential Equations‏ 


الفحل الو أبع عشر 
الخهسم الخطيسة للمعادلات التفاضليسة 
Linear systems of Differential Equations‏ 
2177 -1- مقدمة :- Introduction‏ 


نصادف في جميع فروع الرياضيات البحتة والتطبيقية والفيزياء مجموعة معادلات 
تفاضلية لعدة متغيرات تابعة لمتغير مستقل واحد . كما يمكن تحويل كل معادلة 
تفاضلية إلي مجموعة معادلات تفاضلية من المرتبة الأولى كما سنرى نهاية هذا 
الفصل وتدعى مجموعة المعادلات بنظم المعادلات . 


سنقتصر في هذا الفصل على دراسة النظم الخطية للمعادلات التفاضلية والتي 
ترتكز أساساً على معرفة بعض مفاهيم الجبر الخظي كالفراغ الاتجاهي وجبر 
المصفوفات ... الخ .. وكل النظم يمكن اختزالها في معظم الأحيان إلى نظم خطية 
للمعادلات التفاضلية من المرتبة الأولى بالاستعانة ببعض الفرضيات البسيطة 
وسنقتصر على دراسة هذا النوع من النظم وبطبيعة الحال يكمن الحصول على النتائج 
المقابلة بالنسبة للنظم الخطية للمعادلات التفاضلية من المرتبة الثائية أو من المراتب 
العالية كما رأينا في الفصول السابقة . 

لنعتبر نظام المعادلات التفاضلية الخطية ذات المرتبة الأولي من الشكل التالي :- 


y= بره‎ )×(y, + a(x)» Faces. + a, (x)Y, + ,چ‎ )×( 
5 و6 > ول‎ (x)y, + وو‎ (x)v» Fs... + d2n (x), + و85‎ (x) 
وير‎ = a, (*)y, + a,2(x)Y2 + ........ + a, (x), + رع‎ (x) 


489 


حيث الدوال المعطاة a, (x):‏ 8 (*«)رع : ...1= هي دوال مستمرة على 
مجال ما 1 . 
ونلاحظ أن النظام (1) خطي بالنسبة للدوال ,ز,.... وير,,ير والدوال المشتقات 
...ررر وإذا كانت الدوال ((),8) مطابقة للصفر فالنظام يسمى نظاما 
متجانسا وإذا كانت غير معدومة على المجال 1 فالنظام يصبح نظاما غير متجانس . 
مثال -1- 
نعتبر النظام التالي :- 

xy + 6*‏ - ربز = انر 


ون - رن ةع = وبر 


(i)‏ 2+ وبر - وبر + ,نر ع ور 


حيث المجال 1 هو المحور الحقيقي = إممد.مه -[ وفي هذه الحالة 3 <7 وباستعمال 
رموز العبارة 1 نجد أن :- 


g,(x)= ©*‏ 0 >-(2)ىه «- > (*) يه 1 -(2),ه 
82(×)=0 1- = (×) وريه 0 =(×) a‏ × > (*) ريه 


03 (x)= 1 ووه‎ (x)= 1 aږو)×(=‎ -1 رچ‎ (x)= 26 


لنأخذ النظام التالي :- 
م .الثاني 
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0 د 1 
A(x)=|x” 0 -1 (ii)‏ 
1+ 1 1 
المصفوفات - ضرب المصفوفات بثابث ... الخ ) سارية المفعول بالنسبة للمصفوفات 
التي عناصرها دوال معرفة على المجال المشترك 1 . 
لیکن /( , '[ متجهين عمودين :- 


J 1 3‏ 
(iii)‏ وسراع لز , رر ا = لر 
و ور 
وليكن (×)ع متجه معرف كما يلي :- 
ي 
g()=| 0 (iv)‏ 
26 


إذن نلاحظ أن الضرب ألا تجاهي المصفوفي ل (×) ى , /[ يعطي :- 


ول ¬ J,‏ 
وبر - رر × |= (()4 
Y3‏ + وز ل yJ,‏ 


ونرى أن النظام السابق يمكن تمثيله على الصورة المصفوفية الاتجاهيه 
Ax )y+ gk) (۷)‏ سير 
حيث ( )4 )ع معرفتان في () بالترتيب 
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نعود الآن إلى الحالة العامة للنظام (1) ونعرف المصفوفة كما يلي :- 


a (¥) a (%)-....@, (x) 
,ر .......)%( ده )¥( ر‎ )×( 


لا ل AE‏ )2( 
اه يه 
حيث العناصر هي الدوال (×) ره وعددها2” حيسث 1,........,۸= رر وتعرف 
المتجهات ( )چ ,/,'/[ كما يلي :- 
0 2 (),ع 
ار , ادر )2ع -)%(£ 5 
و 7 )×( ,8 


إذن النظام (1) يمكن كتابته على الصورة : 
داع + را4 = ر )4) 


تمرير -1- 
S10 ×‏ + رر = ار 


يكن لدينا النظا 
ر = وبر 


عرف المصفوفة (×)4 والمتجهات ن,'بز »)اع ثم اكتب هذه النظام من الصورة 
(4) قبل البدء في تعريف الحل ومناقشة النظام (4) يجب أن نقدم بعض التعاريف 
الجبرية المتعلقة بالمصفوفات والمتجهات . 
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Definitions تعاريبف‎ 2 


1- نقول أن المصفوفة ()4. ( أو المتجه (>)) مستمرة ( أو مستمر ) على 
المجال 1 إذا وإذا فقط كان كل عنصر من عناصرها دالة مستمرة عند كل نقطة 
من المجال 1 . 

2- المصفوفة ()2(8<) أو المتجه(×) 0 ذو ١‏ مركبة والمعرفتان على المجال 1 
والمعطاة على الصورة التالية :- : 


0 0 00 ا‎ 0 
b,x) ...تابيط (عاييوة‎ bz, (x 
B(x)= 111111111 ON , U (x)= 0)) 


RSS RES U.) 


قابلتان للاشتقاق على المجال 1 إذا و إذا فقط كان كل عنصرهما قابلاً للاشتقاق عند 
كل نقطة من المجال 1 . وتكون المشتقة الأولى من الصورة :- 


bf (x) (»)رأط.......(عاية‎ 


b5 (x) b+ (x) 0 b,(*) U(x) 


(x)= 8‏ 6 
e u'0‏ 
بالمثل نقول أن المصفوفة (×)8 أو المتجه (×) 0 قابلان للتكامل على المجال 


(4,©) إذا وإذا فقط كان كل عنصر من عناصرهما قابلان للتكامل على المجال 
(0,4) ويكون تكاملهما من الصورة :- 


003 


(e [oke 9 (e 
1 E وه‎ ee e e „(x)ax 


(xax 1 006/4 2 (xax 


‘fu, (eax 
d ‘fu, (ear 
Uke -| [¥ 
C 1 : 
,نا‎ (ae 
n ف‎ g(x) 3-لتكن (×)4 مصفوفة ۸×" مستمرة على المجال 1 ليكن‎ 
: مركبة على المجال 1 . حل النظام‎ 
y' (x a(x )y(r + gx) 


على مجال ما ل هو (1ح2) هو متجه (×) ل مشتقته ())' مستمرة على 
المجال / حيث أن : 


AU (eh gl)‏ حزما" نا 


من اجل قيم × في المجال ل . 


مل -ه- 
لنعتبر المعادلة التفاضلية ( حالة 2-1 ) 1+برع 'ر 
إذن 1+ *-6-(*)7] هو الحل علي المجال »© >« > ه- 
بالنسبة إلى (:)'/] فهي مستمرة على المجال م > × > مه - ولدينا ٠“‏ =(»)' ل 
وهكذا يكون 
U'(x)=-U(x)+1‏ 
مثال 2ے 


€ 


A= i) 6(9 


واضح أن Ulx)‏ قابل للاشتقاق على المجال ه > × > مه- لان *© دالة مستمرة 


v=) 


وة لى ||| ؟|-(]4]8(0 جد 


~O<KX< 0 


U(x) 2 A(x)U(x) -00>× >00 وهكذا یکون‎ 
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4- ليكن [<)7] حلا لمسالة القيم الابتدائية التالية :- 
,=0 . )+ »4= 


حيث 7ع ,ملا متجه من الفضاء الاقليدي . 
بنن ( )ع +() 4)7 )ل من اجل كل قيم × في المجال 1 


Xo 6[‏ , مل[ وان 
مثال -4- 
_|cosx |_ 0, )*( 00‏ 
sin 0 e‏ 8 0 
J|» r 0 1‏ 
و ل لسن شر 


عل الال ات والذي يحقق الشرط الابتدائي u0)‏ 
الحل :- 

1- 0 ) 2 
و وي -(مان 


وبما أن مشتقات ×ءهء و« ”1ء دوال مستمرة على المجال © > ×> ص- 


CATA BAG 
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مثال -5- 
بين أن المعادلة التفاضلية الخطية من المرتبة الثانية التالية : 





6 > ( وار , a‏ - ( ,بر , r)×(‏ = ر( )و + 'ر(×)م + "ر 


حيث م ,4 ٣,‏ دوال مستمرة على المجال 0.1* نقطة من المجال 1 و 8,6 ثابتان 
يمكن اختزالها إلى صورة النظام (6) 


الحل :- 

تكمن الفكرة الأساسية في إدخال دالتين ,لر, رار حيث 
ررر , از برل 

إذن در = J‏ 


( )+ ,ر( )و - ونز(ام- - (م)م + ر( )و - 'ر(×)م- - "ر = وبر 


هذا يعني انه يمكن تمثيل مسالة القيم الحدية المعطاة من صورة النظام (6) أي :- 


۰ ال وا 


= J E 


ونلاحظ أن هذا النظام هو حالة خاصة من النظام (6) 
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شا -6- 
بصفة عامة أن المعادلة التفاضلية الخطية من المرتبة م التالية : 


r(x)‏ = نرم + /ترزع) ر_ صي...... + Pn)"‏ + اير 
,© >( ) (-”اير, a1, y' (x)= a)», N‏ >( عابر 


-: تكافئ النظام التالي‎ 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 
“بر‎ = 5 : y+ 
0 0 0 1 0 
~F,(x*) - («اب ل‎ °: -A(x) ~F r(x) 
dı 
0= 
(0/7 : 8 
dn 
3 0 
y2 J = 4 حيث‎ 
78 0 
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بوضع لاروك نزيو ESV‏ وبري نونك وير 


يكون لدينا :- 
وبر ع ار ع 
ور ع "برج رر 
ورا اروك ور 
OO - P(n)y, + r(x)‏ - ر( *) يط - -۶,)x(y,‏ = "ر = يبز 
(=a dn‏ 300 2 مز >( )وله شش ,=( xo (= ©, 2)0 (= x‏ )ن =( )رز 
هذا يؤدي أن مسالة القيم الابتدائية مكافئة للنظام 
J Y2‏ 
ول وس 
f . 4‏ 
= س yJ‏ 
7 0 
P(x)y, .+ ”)*(‏ - 1 - . وبز(ءد) هت -P, (*)y,‏ 0 
0 0 ...0 1 0 
0 0 ...1 0 0 
: أ+ل = 
0 1 0 ۰۰۰ 0 0 


-P,(*) ...-P,(x)- P(e) r(x) 
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3-177 نظرية وجود وانفراد الحسل 
The Existence and Uniqueness Theorem‏ 


نظ يه -1- 
إذا كانت A(x)‏ مضمونة (nxn)‏ و ع سكا تنا[ زا )2 متجه ذا 1 
مركبة مستمر على نفس المجال 1 . إذن من اجل كل نقطة مد من 1 ومن اجل متجه 


ثابت =o)‏ فان لمسالة القيم الابتدائية التالية 

مد عاد , (م)ع + بر زم y=‏ 0 
حل واحد وواحد فقط على المجال 1 
البرهان :- 


التفاضلية » يمكننا إثبات نفس النظرية بالنسبة للنظم المعادلات التفاضلية حيث تكافئ 
مسالة القيم الابتدائية (7) المعادلة التكاملية التالية :- ٠‏ 


8) (x)= yg + (م)نزله ام[‎ + 2) 
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ليكن [ مجالا جزئيا منتهيا مغلقا من 1 يحتوي على النقطة م ( إذا كان 1 مغلقا 
نأخذ [ =1 ) ويمكن أن نتبع نفس خطوات برهان نظرية وجود وانفراد حل المعادلة 
التفاضلية من المرتبة الأولى . 

نبدأ أولا بتعريف متتالية المتجهات من الصورة التالية :- 


و00 


O, (= 1 + j 0 (+ (ى) بي‎ as, =1,2,........ 


(9) 


ثم نثبت بالتراجع أن المتجه [6:) ر [) معرف ومستمر على المجال [ 

واضح أن (جام©ة ع مه دو ال مرف رر عى اناز 

رض ل ,© فو يكم قران عرف ومر ع الل 

إذن )£5 A(s)®,(s)+‏ فو رال مر و عن الو اا 


من ود إلى هو متجه دوال مستمرة على ل 
ومن المعادلة (9) يكون المتجه (6) , ر 0© متجه دوال مستمرة على المجال 3 . 


إنن كل متجه [).. © هو متجه دوال معرفة ومستمرة على المجال ل : 


بما أن 4 ,ع مستمرتان على المجال المنتهي المغلق [ فان (*)4| و [*)ع| 
محدودتان على 1 لیکن 1,۸ ثابتين حيث أن : 


86|sz , s€‏ ,ث ‏ > (4)5ما 


ليكن .1 +| م ۸|۷ = 14 فانه من الممكن إثبات المتراجحة التالية :- 
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“ليدع كه اه لعا © ظ 


من اجل ......0,1,2 - 7 و [ ٤‏ × بنفس الطريقة المذكورة في الفصل السابق »والفرق 
الوحيد هو أن (10) صالحة من اجل جميع قيم × التي تنتمي إلى 3 › أما باقي الإثبات 
فهو ينبثق تماما من برهان نظرية وجود حل المعادلة التفاضلية التي سبق تقديمها فسي 
الفصل السابق . 

بما أن 3 هو مجال جزئي منته مغلق اختياري من 1 فان النظام (7) حل )اټ 
على المجال 1 حيث )0 6د 

يبقي الآن إثبات أن الحل (+)© هو حل وحيد للنظام (7) على المجال ل . 

نفرض أن لمسألة القيم الابتدائية (7) حلا آخر vx)‏ على المجال 1 وبالتالي يكون 


سإزى)ع O(x)=y. + {| 46%(s)+‏ 
J 4(s)+ 2(5)‏ + ولد تاس 
وبطرح المعادلتين نجد أن :- 


(x) - w(x) = 4(6] ©)5( 3 ركاب‎ 


بأخذ القيمة القياسية واستعمال × > (4)5| نجد أن :- 


مك )با ج نا ov) <K‏ 
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وباستعمال متراجحة كراون وال ( الفصل السابق ) نجد أن 07 ®(x)-‏ 
وبما أن )ما- (د)ة 


ع رز 
وهكذا ينتهي برهان النظرية . 


غير سالب فيكون لدينا 0- [(×)س-(ء×)ط| أي 





ناز 272 
نعتبر مسالة القيم الابتدائية التالية ( حيث 2-3 ) : 


1 × 0 e 1 
A(x)= 2 0 -1[ , g(x)=|cosx| , x <0 |دربر,‎ 0 
1 م4‎ -1 
2 د‎ 3 
x +1 


بين أن لهذه المسالة حلا وحيدا ثم جد المجال ] لوجود هذا الحل حسب النظرية -1- 

كل عناصر المصفوفة (×)4 المتجه (*)م هي دوال مستمرة على المجال 
1 ش 

2 


x“ ~1 


هه > ع >0- عدا الدالة 





في هذه الحالة الدالة س غير مستمرة عند 1+ = × 

Ê 3 n 
© وبما أن 0 = م فان النظرية (1) تؤكد لنا أن لمسألة القيم الابتدائية حلا واحدا‎ 
.-1[>*2>1 حيث رر = (0)© وأن الحل موجود على المجال‎ 
وواضح انه إذا اخترنا نقطة أخرى ,× مثل 10- م فانه لمسالة القيم الابتدائية‎ 
الجديدة حلا واحد (3)/! حيث ولا =( م×)# وان مجال وجود هذا الحل هلو‎ 


0 >2 > 1سا 
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4-۷ النظم الخطية المتجائسة Linear Homogeneous Systems‏ 
سندرس في هذه الفقرة تركيبة حلول النظام عد 
(متاع + ))4 = 'ر aD)‏ 


إذا كان 0 (ء)ع فالنظام (11) نظام غير متجانس والذي نلحق به النظام المرفق 
الخطي المتجانس التالي : 


)12( 'ر‎ = 4)(y 


وسندرس في هذه الفقرة التركيبة الجبرية لمجموعة الحلول لهذا النظام (12) . وبناء 
على التعريف -3- من الفقرة -2- فان حل هذا النظام (12) هو متجه(×) ل 
والذي مشتقته مستمرة على المجال 1 . 

باستعمال مصطلحات الجبر الخطي نقول ان حل النظام (12) هو عنصر من الفضاء 
الاتجاهي (]) C١‏ للدوال ذات ” مركبة والتي قيمتها حقيقية أو تخيلية ومشتقاتها 
الأولى مستمرة على المجال 1 حيث : 

© ترمز إلى الاستمرار و(') ترمز إلى المشتقة الأولى والدليل ۸ يعنى أن كل 
متجه له مركبة و 1 يمثل المجال الذي أخذناه بعين الاعتبار . 
ليكن “ر هي مجموعة من الأعداد الحقيقية أو المركبة . 


« 


تعريف -5- 

لنضاء الاتجاهن :على ل قر مره ماسر قدص متجيات: 

نعرف على ۷ عمليتين :- العملية الأولى هي عملية الجمع والعملية الثانية هي 
عملية بضرب في عدد ثابت حيث :- 
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1-من اجل كل زوج من المتجهات 1,9٤7‏ فان 897+ 1= 17 
ويسمى # بمجموع المتجهين 00,9 
2- من اجل كل متجه ٤7‏ € ومن اجل كل ثابث > من کر فان 67 لا © ویسمی 
هذا المتجه بحاضل ضرب عه ون وتحقق هاتان العمليتان الخواض التالية +- 
ج1- 7ع ريق VU,‏ فان U + (3+ w)= (U + 3)+ w‏ 
ج2- ٤۷‏ ۷7 فانه يوجد عنصر حيادي یرمز له ب 0 حيث 0=1+ 0 
ج3 - 7 ۷۷ فانه يوجد متجه واحد 9 حيث 3-0 + ا 

ويرمز للمتجه ك بالرمز 07- يسمى المتجه العكسي . 
ج4- 3+7 - ف + 2 من اجل 7ع 9,لا 
ض1- كرعءعه 9 و VU, eV‏ فان 9 » +] ع- (9 + 0) » 
ض 2- e f‏ 8 ,«¥ و لك تآلا =«U + BU ùli‏ (6 + <( 
ض 3- ١9 », 6 e f‏ و VU eV‏ فان (e BU =« (GU)‏ 
ض4- +ع ل۷ فان 1U =U‏ 


تعر بف -6- 

ليكن ۷ فضاء اتجاهيا على ر فان المجموعة الجزئية 17 من 7 (7> 37) تسمى 
بالفضاء الجزئي ل ۷ إذا وإذا فقط 77 هو نفسه فضاء اتجاهي على / مع نفس 
العمليتين الجمع والضرب في ثابت . 

ليكن (9)2(,57)2 حلين للنظام (12) على المجال 1 وليكن ۸ ,» ثتابتين اختياريين 
حقيقيتين أو مركبتين » فان (×)89 +()7] » هو أيضا حل للنظام (12) على 1 
ويكون لدينا : 


)(24()9 + (ع)ت(جااء = (م)'دم + (م)'نا = [(ع)دم +(عانا [e‏ 
U(x)+ 89(*)]‏ )ل = 


505 


وهذا يعني أن كل توافقية خطية من الحلول للنظام (12) هي أيضا حل للنظام (2) 
وبالتالي مجموعة كل حلول النظام (12) هو فضاء جزئي من الفضاء الاتجاهي 


. C0) 
انه من السهل التحقق أن المتجهات التالية في الفضاء (0/)1 هي مستقلة خطيا‎ 
||اغع|]|1‎ 1 
011010 0 
011010 ٠-0 
01010 0 


من اجل م عدد صحيح بموجب 
ويكون بعد الفضاء (0]/)1© هو عبارة عن عدد المتجهات المستقلة خطيا في ()/]© . 
وواضح أن بعد (0/)1) غير منته لان ۸ عدد صحيح اختياري موجب وهذه الحقيفة 
مهمة بالنسبة لمسالة إيجاد بعد الفضاء الاتجاهي ۷ لحلول النظام (12) الذي فضاء 
جزئي (]) ٤,‏ وتلخص لنا هذه النتيجة النظرية التالية :- 
نظرية -2- 
إذا كانت (×)4 مصفوفة7«“7 مركبة ومستمرة على المجال1 فان حلول 
النظام:- 

()4 = بر 


على المجال 1 تكون فضاء اتجاهيا ۷ علي مجموعة الأعداد المركبة بعده م . 
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ملاحظة :- 


من الملاحظات السابقة على النظرية فان هذا يعني لإيجاد أي حل للنظام (12) يكفي 
إيجاد عدد منته من الحلول للنظام (12) بمعنى آخر لإيجاد المجموعة التي تكون 
القاعدة ( قاعدة الحلول ) للفضاء الاتجاهي ‏ 7 . 

البرهان :- : 

لقد أثبتنا أن الحلول تكون الفضاء الاتجاهي 7 على الأعداد المركبة و لإثبات أن بعد 
7 هو م » يسئلزم تكوين قاعدة للفضاء 7 المتكونة من ” متجه مستقلة خطيا في 7 
وهذه هي الحلول المستقلة خطيا للنظام (12) على المجال 1 . 


لتكن × نقطة من المجال 1 ولتكن 0 N‏ »0102 ۰ متجه مستقلة 
خطيا من الفضاء الاقليدي المركب . على سبيل المثال ,©و A‏ 666 

0 

0 

e, = 1 | [ 
الصف‎ 
0 
0 


هي م متجه من هذا النحو 
وبناء على النظرية -1- فن النظام (12) يملك» حل 
ences 0‏ و 2,40 كل منها موجود على المجال1 » وكل حل يحقق 


الشرط الابتدائي : 
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أولا يجب أن نثبت أن الحلول DP»; bk ,P‏ مستقلة خطيا على المجال 
1 . وهذا يستدعى أن يستخدم فحص التوفيقات الخطية لهذه الدوال الاتجاهية مع 
معاملات ثابتة . 

نفرض انه يوجد ثوابت مركبة ,©,......ي»,,© حيث أن : 


a ® (*)+a@(x)+ ا‎ +a, (¥)=0.«xel 


وخصوصا إذا وضعنا × = × واستعملنا الشروط الابتدائية (13) نجد أن :- 

dO, وم 6م00‎ +........ +a =0 

IA nn 

وهذا يؤدي إلى انه كل الثوابت ,ه......,ره,,» معدومة لان قد فرضنا أن المتجهات 
ب 0وو O: Og‏ مستقلة خطيا : 
إذن DP,‏ 0 2,0 هي أيضا مستقلة خطيا على المجال1 . 
ولاستكمال برهان النظرية سنثبت أن هذه ال حل المستقلة خطيا للنظام (12) 
تغطي الفضاء 017 
لدينا الخاصة أن كل حل (36)//ا للنظام (1) يمكن (1) تمثيله على شكل توافقية خطية 
و DD...‏ : 


نحسب قيمة الحل ۷ عند ,× وليكن 6ح( v(x‏ بما أن المتجهات الثابنة 


ب 6 n‏ و0162 تكون قاعدة للفضاء الاقليدي المركب . فانه توج د ثوابت 
وحيدة بر ©.......5 6:62 حيث أن المتجه الثابت 6يمكن تمثيله كما يلي :- 
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FCO 4...1... +66‏ 6-0767 
لتعتبر الآن المتجه 
lx)‏ رع +.........ج[عا وهر جره ره ءحزماة 
وواضح أن (×)ت هو حل للنظام (12) والقيمة الابتدائية ل © هي : 
در 6 0+ FCO? Fs...‏ 7=( وندأة 


لذلك (2)© و (×)س هما حلان اثنان للنظام (12) على المجال1 حيث 
W(x)‏ - (,2اه = o‏ 

إن بناء على نظرية -1- وجود وجدانية الحل فان (×)س=(×) من اجل 
كل على المجال 1 والحل (×)س يعبر عن التوافقية الخطية الوحيدة 


(14) wxe ره‎ (xe Or i +c, )ير‎ 
Vx el 


ملاحظة :- 

الآن إذ كونا مصفوف ۸ ×” باستعمال الحلول ۸ المستقلة خطيا كأعمدة فنحصل 
علي مصفوف الحل على المجال 1 و أعمدتها دائما تكون مستقلة خطيا على المجال 1 
. مصفوفة الحل التي أعمدتها مستقلة خطيا على 1 تسمى بالمصفوفة الأساسية للنظام 
(12) علي 1 . ونرمز للمصفوفة الأساسية المكونة من الحلول 
DP, e Ko‏ كأعمدة بالرمز © . 
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إذن كل حل ۷ هو عبارة عن توافقية خطية (14) من اجل اختيار وحيد للثوابت 
C9 © 6,‏ وهو ببساطة من الصورة :د 


)15( v(x Oke)e 
حيث 0 هي المصفوفة الأساسية المكونة آنفا و € هي المتجه العمودي ذو المركبات‎ 


ونلاحظ من خلال ما تقدم انه لإيجاد أي حل للنظام (12) يستلزم إيجاد المصفوفة 
الأساسية . والسؤال التي يطرح نفسه هو : لنفرض أننا وجدنا مصفوفة الحل النظام 
(12) علي مجال ما 1 . كيف يمكن اختبار بطريقة بسيطة ان مصفوفة الحل هي 
المصفوفة الأساسية . والجواب عن هذا السؤال محتواه في نتيجة النظرية التالية :- 


نظرية -3- 
مصفوفة الحل © للنظام 

(y‏ ال حاير 
هي المصفوفة الأساسية إذا وإذا فقط #0 det h(x‏ من اجل كل 1 ع« . بالإضافة 
إذا كان 0 ٤ (x‏ من اجل × في 1 فان det (x0‏ من اجل کل × 
فاا 
حيث یرمز Ox)‏ 41 إلى محددة المصفوفة %(x)‏ 
مشال 8= 


بين أن المصفوفة Î‏ 0 7 - (2)© 
- < 1 1 , 
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حيث جر 
2 


الحسل :- 
أولا يجب أن نثبت أن هذه المصفوفة هي مصفوفة الحل . لتكن )٤(‏ :© هي العمود 
أقاول من المصفوفة (6:)© إذن . 


e TF erf 


بالمثل إذا كانت (») ر هي العمود الثاني في ()0) يكون لدينا :- 


ef} E Fee 

من اجل > × > مه - 

إنن [(*)ر©,(*),2] =(×)0 هي مصفوفة الحل على المجال © >« > ه- 
بناء على النظرية -3- بما أن 0 *2م= © ءل ؛ (×) هي مصفوفة 
أساسية على المجال 00 < X‏ > 00— 

وبناء على النظرية -3- أيضا فانه يمكن حساب (*) 0664 عند نقطة واحدة لتكن 
هذه النقطة 0 = × 

وبما أن 1-(0)© فان هذا يؤدي إلى إن 0)=10(% det‏ 
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ثمرين حم 
COSX Sin X‏ 

اثبت باستعمال النظرية -3-أن المصفوفة P()=|‏ 
* 08 8112 سمه 


0 1 
A= 
-: تطبيق‎ 


نطف النظزية 2و على السادلة التفاضلية القطية المتجانسة من الفويية الذاي هة 
التالية :- 
0= ر( )و + 'ر( )م + "ر (16) 


التعريف - 4 - من الفقرة - 2- أن هذه المعادلة تكافئ النظام التالي . 


0 م ا“ 7 17( 


إذا كانت (×) هي مصفوفة الحل للنظام (17) على المجال 1 أذن 


)ره , (),©] -رم)تة 
ا ا 7 


W(x برا‎ )<:( 


(*) ,/ا.(*) رو هما حلان للمعادلة الخطية 
وبناء على النظرية -3- فان (×) هي المضمونة الأساسية للنظام (17) على 
المجال 1 إذا وإذا فقط 
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w(x) )ري‎ 


det h(x) = ا‎ 
wr) w(x 


5 , Vxel 





هذه المحددة تسمى بالرانسيكان للدالتين ,ر۷ . 

إذن وفق النظرية -2- إذا كان 0 (×)0 ءل فان الحلين (×) ,س (ء) رس للمعادلة 

(16) مستقلان خطيا على المجال 1 » وكل حل للمعادلة (16) يمكن أن يكتب على 
الشكل توافقية خطية للدالتين (×) ,س (×) ر 

وهذا النصف الأول للنتيجة التي سبق أن أثبتناها في فصل المعادلات التفاضلية 
الخطية من المرتبة الثانية والتي نصها كما يلي . 

نظرية -4- 

إذا كان ,س, رس حلين للمعادلة (16) على المجال 1 فإنها مستقلتان خطيا إذا وإذا فقط 
كان رانسكيان الدالتين [() رس _(×),س]# غير معدوم على المجال! . 


ملاحظة :- 
بنفس الطريقة يمكن تعميم هذه النتيجة بالنسبة للمعادلات التفاضلية الخطية المتجائنسة 
من المرتبة ۸. 
نظرية -5- 


إن مجموعة الحلول ,/ا........ ييا ,ما على المجال 1 للمعادلة : 
+P) + ....... + P,(x)y =0‏ ر (18) 


حيث ,۶ ,........, ۶,٨,‏ دوال مستمرة على 1 . مستقلة خطيا على 1 إذا وإذا فقط كان 
رانسكيان هذه الدوال [(×) ,/ا.........(*) ر (×) ]77 غير معدوم على المجال1 . 
وتكون مجموعة ۸ الحل المستقلة خطيا للمعادلة (18) القاعدة الأساسية للحلول . 
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۷× -5- النظم الخطية غير المتجانسة 
Linear Nonhomogeneous Systems‏ 
سنستعمل الآن الدراسة المفصلة في الفقرتين السابقتين لدراسة شكل حلول النظام 
الخطي غير المتجانس التالي : 
=A(x)y+g(x)‏ الا (19) 
حيث ()4 مصفوفة مستمرة و ()8 متجه مستمر على نفس المجال 1. طبعا يبقى 
كل التحليل التالي متعلق بإمكانية وجود المصفوفة الأساسية للنظام المتجانس المرفق 
, 
بر[ أل “بر 
بناء ١‏ على النظرية -1- إذا كانت لدينا نقطة ما (,نز,م*) حيث ٠1‏ × فانه يوجد 
حل واحد 040 للنظام (19) على المجال 1 حيث =( . 
لتكوين حلول النظام (19) نفرض ان (2)© هي المصفوفة الأساسية للنظام المتجانس 
, 
بر[ء )م - ابر 
على المجال 1 
وكنتيجة للنظرية -2- فان © موجودة . 
نفرض أن ,© ,رص حلين للنظام (19) إذن ,© - ,© هو حل للنظام المتجانس على 
المجال 1 . 
وبناء على النظرية -3- فانه يوجد متجه ثابت © حيث :- 
DP, -O, = 0.C‏ )20( 
معنى هذا انه يكفي لإيجاد أي حل للنظام (19) › معرفة حل واحد لهذا النظام لان 
الحل الأخر يمكن الحصول عليه من العبارة (20) . 
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وهناك طريقة بسيطة لتعيين حل النظام (19) وتسمى هذه الطريقة بطريقة تغيير 
الثوابت والتي تتطلب معرفة المصفوفة الأساسية للنظام المتجانس . 

لتكن © المصفوفة الأساسية للنظام المتجانس على المجال 1 وسنحاول إيجاد الحل ا 
للنظام (19) من الصورة : 


21) ¥()= D()V() 


حيث ۷ متجه يتطلب تعينيه - ( وواضح انه إذا كان ۷ ثابتاً فان ا تصبح حلاً 
للنظام المتجانس ولهذا سنتجنب هذا الأمر ) . بالتعويض عن (21) في (19) نجد أن 
: من اجل 1ع × 


Oke‏ جلسج انه (اك 
اك 


وبما أن (*) © المصفوفة الأساسية للنظام المتجانس أي 0-4 
إذن :- (#اع - ()'/1(:)تة 
وبما أن ()© مصفوفة غير منفردة على المجال 1 » فانه يمكن نقلها إلى الطرف 


اوم أ ®(" 


وبمكاملة هذا النظام نجد أن :- 


5000 عفزم) ع (») 90[ V()=‏ 
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وبالتالي تصبح المعادلة (21) من الصورة :- . 

)22( ملا‎ D(x) D7"(s)g(s)ds , x, , xel 
)22( إذن إذا كان للنظام (19) حلا # من الصورة (21) فانه يعطي بالعلاقة‎ 
-: وتكون قد أثبتنا نتيجة النظرية التالية‎ 


نظرية -6- 
إذا كانت © هي المصفوفة الأساسية للنظام 
, 
4)(y‏ = ر 
على المجال 1 . فان الدالة 


(x)= O(x) j0" (s)g(s as 
هي الحل الوحيد للنظام‎ 
"بز‎ = 4)) + £) 
-: الذي يحقق الشرط الابتدائي‎ 
(x0 =0 
. على المجال]‎ 


ملاحظة : 
بإدماج النظرية -6- والملاحظات التي بدأنا بها في هذه الفقرة نرى أن أي حل | 
للنظام على المجال 1 يكون من الصورة : 


516 


(23) (x)= 0+) 


حيث ا حل النظام (19) الذي يحقق الشروط الابتدائية0 = (,×) و وڳ حل 
النظام المتجانس الذي يحقق الشروط الابتدائية التالية : 

0001 

0 )0 4 
على سبيل المثال. 


كال -9- 
جد حل مسألة القيم الابتدائية التالية: 


r Fe} E} e 
0 1 0 Y2 1 


لقد رأينا في المثال -8- أن: ا 0 5 = ))0 


الحل : 


هي مصفوفة أساسية للنظام المتجانس المرفق لهذا النظام على المجال 
06> > 00 على 


بأخذ المصفوفة العكسية للمصفوفة © نجد أن: 
-se’|_|1 -s|‏ 16 1- 
0 ا 3“ = (5) دك 
إذن بناءا على النظرية و > يكون الحل ¥ الذي د يحقق الشرط | ١‏ = )7)0 
من الصورة التالية : 
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e” xe |x 1ل‎ ~sje? 
El 
الك‎ ds = e” xe” 5000-0 
0 0 e” 0 


ا 
n‏ 
ب o‏ 
a‏ 
و 


وبما أن 1= (0)0» فإن حل النظام المتجانس المرفق الذي يحقق الشرط الإبتدائي 


التالي: 


-1| |(x-e” 
مره‎ - | ||” 


ومن العلاقة (23) يكون الحل المطلوب من الصورة: 


يكون من الصورة: 


َم 


دن ا 2 
+e ۱‏ € * | 4= 
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177 6 النظم الخطية ذات المعاملات الثابتسة: 
Linear Systems with Constant Coefficients‏ 


في هذه الفقرة سندرس كيفية إيجاد المصفوفة الأساسية للنظام 47 =۲ حيث ۸ 
مصفوفة (دم) ثابتة . 

وحساب المصفوفة الأساسية مباشرة يتطلب دراسة القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 
للمصفوفات. وبالتالي يجب تقديم المصطلحات المتعلقة بالجبر الخطي. 


The Exponential of a Matrix آسية المصفوفة‎ - 1 


(24 Y'=AY 

”© من الصورة التالية : 
...و ایرو یرہ ر رر م )25 
Kk! 1‏ !3 2 
حيث 1 مصفوفة الوحدة (727) . وليس من الصعب أيضا تعريف مصطلح ثقارب 
متسلسلة المصفوفات وإثبات ذلك . ومن أهم خصائص المصفوفة الآسية ما يلي: 
أ إذا كانت M1‏ , 8 مصفوفتين (07) متبادلتين (/8/5-51) فإن : 

ع لاع ”م )26( 


ويمكن إثبات هذه الخاصية بسهولة حيث أن الطرف الأول يعطى : 
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M +P)" 
م‎ 3 ( 
u HC 


وبناء على نظرية ذي الحدين و ۶1 = 4۲ء 


(M +P)" 8! م6‎ pN-t 





` GK -D)! 
: إذن‎ 
o RR الام يار‎ 
27 ا م‎ 
2 2 7 (k~! 
ومن جهة أخرى‎ 


وباستخدام علاقة ضرب متسلسلتين متقاربتين مطلقا نجد أن : 


e” كع‎ 26 
k=0 
: حيث‎ 
k M' لامر‎ 
ح ان‎ 2 mm سس‎ 
(28) PET 


وبمقارنة (27) » (28) . نكون قد أثبتنا (26) . 
ب- إذا كانت 1 مصفوفة (27م) غير منفردة فإن: 
Te0T = g7 7)‏ )29( 


ويمكن الآن إثبات النتيجة الأساسية التالية للنظام الخطي ذي المعاملات الثابتة . 
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)30( D(x) =e“ 
هي المصفوفة الأساسية للنظام (24) حيث 1-(0)© على المجال »> ×> ه-.‎ 
: البرهان‎ 


باستعمال المعادلة (25) حيث ×4 = ۸1 ,4 مصفوفة (”×م) نجد أن: 





/ 2 32 921 91-١ 
كيزن اعم‎ E 20 E Eu 
11 2! (k-1! 





ولدينا أيضاً *ء هي مصفوفة الحل للنظام (24) [أعمدتها هي حلول للنظام (24)]. 
ا 0 det D(0) = det]‏ 

إذن وفق النظرية -3- فإن (>) مصفوفة أساسية للنظام (24). 

ملاحظية : 

نستنتج من النظرية -7- والمعادلة (15) أن أي حل للنظام (24) يكون على الصورة: 


(3D D(0) =e“.C ; موس‎ > 7 <0 


حيث ٤‏ متجه ثابت اختياري . 
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مثال -10- 
جد المصفوفة الأساسية للنظام 47 = '۲ إذا كانت ۸ مصفوفة قطرية من الصورة : 


0 0 برك 
: رd‏ : ت 
: 0 : 
م4 0 0 
الحل : 
من المعادلة (24) يكون لدينا : 
lx 0 0 12 1 0 x‏ 0 4 0 
He‏ + و 1 + +1= e“‏ 
dll | 0 024, | 2 0 4, | 4‏ 0 
0 م 
م ت 
م 0 


ومن النظرية -7- فإن هذه المصفوفة هي المصفوفة الأساسية : 


شال -11-: 
جد المصفوفة الأساسية للنظام 47 ='۲. 


1 3 
إذا كانت : A=‏ 


1 °° 3 
بما أن 0 0| 3 "lo‏ 


وواضح أن هاتين المصفوفتين متبادلتين إذن : 


1 0 0 3 
1 ما ر _ Ax‏ 
oj |‏ ل 
بست +ع +1 3 
e” 0 0| 0 0 2!‏ 
0 0]_ 1 0 
ولكن : 0 0| |0 0 


فإن المتسلسلة اللانهائية تصبح من الصورة التالية: 


x‏ ا سے ب عدي 
x‏ 0 


ومن خلال النظرية -7- فإن المصفوفة هي المصفوفة الأساسية. 
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2 القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفات 


Eigenvalues and Eigenvectors of Matrices 


والمتجهات الذاتية للمصفوفة. 


ولتعليل هذا المفهوم» نأخذ النظام: Y'= AY‏ 
ونأخذ الحل من الصورة : D(x)=e™C‏ و #60 


حيث الثابت 2 . والمتجه € يجب تعينهما . 

00000 

بالتعويض نرى أن © هو حل إذا وفقط إذا كان : 
)عقوم = Ae*C‏ 


وبما أن 0 © فإن هذا الشرط يصبح من الصورة : (41-4)C=0‏ 


والذي هو عبارة عن نظام جبري خطي متجانس بالنسبة للمتجه © . وبناء على نظرية 
الجبر الخطي للأنظمة الجبرية فإن هذا النظام يقبل حلا غير معدوم إذا وإذا فقط كان 
اختيار 2 يحقق الشرط : 


det(A1— A) =0 


وهذا يؤدي إلى التعاريف التالية : 
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3 


يف -7- 
لتكن 4 مصفوفة (<7) (حقيقية أو مركبة)» القيمة الذاتية للمصفوفة .4 هي الثابت 
۸ حيث أن النظام الجبري : 
(A1- 4)X =0‏ (31) 
يقبل حلاً غير معدوم . 


كل حل غير معدوم للنظام (32) يسمى بالمتجه الذاتي للمصفوفة ۸ المقابل للقيمة 
الذاتية 2 . 


التعريف_-8- 

كثير الحدود من الدرجة 2 : )4 - 21 )عل = P(A)‏ 

يسمى بكثير الحدود المميز للمصفوفة ۸. 

وبالتالي» يبين الحساب الذي سبق التعريف -7- أن 6*0 هو حل للنظام الخطي 
= إذا وإذأ فقط كانت 4 هي القيمة الذاتية للمصفوفة ۸ و © هو المتجه 
الذاتي المرافق لهذه القيمة. 


وأن القيم الذاتية للمصفوفة 4 هي جذور كثير الحدود 0= (2)2. 


ثا -12- 
جد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية المرفقة للمصفوفة : 


1 وا 
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الحل : 
القيم الذاتية للمصفوفة ۸ هي جذور المعادلة : 


5 3-2 
det[4 - A1]= = 4? -61 +34 =0‏ 
3-2 5- 
إن : [3+5- بل و ا3-5= يك حيث 1--2/ 


يحقق المتجه الذاتي | ات المرفق للقيمة الذاتية ,4 النظضام الجبري الخطي 


1 
2 


: المتجانس التالي‎ 
-5 5 u 
0 م ل‎ 
-jiU, +ÛU, =0 1 
-U, iU, =0 
وبالتالي:‎ 


1 


هو متجه ذاتي من أجل أي ثابت . 


بالمثل المتجه الذاتي اه المرفق للقيمة الذاتية رةه يكون من الصورة : 


2 
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مثال -13- 

1 2 
جد القيم الذاتية للمصفوفة : 0 0 
الحل : 
لنأخذ المعادلة : 0 = )4 -21 )نمل . 


١ | -64+9 =0 


det eT 
1 A-4 


لإيجاد المتجه الذاتي نأخذ النظام: 0= €(4 -/3) 
ا 0= C=C,‏ ]0[ 1-1101 
أو | bonn‏ ¬ 
1-1|C,| |0 C30, =0‏ 
فأي متجه © حيث المركبتين متساويتين ,0 = ٤,‏ › هو متجه ذاتي . 


1 
إذن : اح 
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في المثال -13- المتجهان لراك مستقلان خطياً إذا كان 0 » و 0* 6 لأن : 





0,91 =2 


وبالتالي يكون المتجهان 9,1 قاعدة الفضاء الإقليدي ذي بعدين. 
وعموما إذا كان للمصفوفة 7×7(4) ۸ قيمة ذائية مختلفة فإن المتجهات الذاتية 
المرفقة تكون قاعدة الفضاء الإقليدي المركب الذي بعده 8. 


نظريية -8- 
مجموعة المتجهات الذاتية £ المرفقة إلى القيم الذاتية ۸ المختلفة فهي مستقلة خطيا . 
البرهان: 

سنثبت هذه النظرية بالتراجع بالنسبة للعدد / من المتجهات الذاتية . 

من أجل 1= ۸ النتيجة عادية . 

الآن نفرض أن مجموعة المتجهات الذاتية (1- م) المرفقة إلى القيم الذاتية(1-م) 
المختلفة للمصفوفة ^ المعطاة مستقلة خطيا . 


لیکن ماک ,.. E‏ و متجهات ذاتية للمصفوفة 4 للقيم الذاتية 


77 ........ ,2 على الترتيب حيث ,رغ + ,2 نم أجل ر1 . 
نفرض أنه توجد مجموعة ثوابت م0,,6............,©0) ليست كلها معدومة حيث أن : 
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68, FC + a + 0 ګر‎ - 0 


نفرض أن 0+ ,© وبتطبيق (1, -4) على طرفي هذه المعادلة مع الأخذ بعين 
الاعتبار أن : 


(j =1,........, 7)‏ ا ل 

فنحصل على : 

A + Cp(A, >A) p =0‏ + 1 - ية)ر© + 4 - C(4,‏ 
لکن وى وأ مستقلة خطياً بفرضية التراجع وبالتالي 
C,)۸, - (=0‏ حيث م JSD‏ 
بما أن ,۸ + ره حيث م,......,2,3 = ر إذن يكون 0= ,© 

حيث مر.........2,3 = ر وتصبح المعادلة من الشكل : 0= Cı‏ 
وبما أن 9/70 فإن 0= ,0 والذي يثبت أن «رأت, 5 وو ر مستقلة خطيا. 


وهكذا ينتهي إثبات النظرية بالتراجع . 
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Calculation of a Fundamental Matrix. حساب المسفوفة اة‎ 3 


لقد سبق أن رأينا في النظرية -7- أن “© هي المصفوفة الأساسية للنظام الخطي 
الذي معاملات ثابتة : Y'= AY‏ 

ورأبنا في الأمكلة الشازقة كيف يمكن حاب 2# فين طن الحنالات الغا : 
وسنثبت الآن كيف يمكن حساب المصفوفة الأساسية © للنظام ۲ 4 ='۲ في حالة أن 
للمصفوفة 4 » ١‏ متجها ذائيا مستقلا خطيا. هذا في الحالة الخاصة إذا كانت القيسم 
الذاتية للمصفوفة 4 مختئلفة . 


لنفرض أن للمصفوفة ۸ » ٣‏ متجها ذاتيا ممسستقلا خطيا : رر , 0 ر 
المرفقة للقيم الذاتية (ليس شرطا أن تكون كلها مختلفة) ره ,........, ية , ۸ فتكون لدينسا 
كل دالة اتجاهيه من الصورة : 
FS ee, 5‏ ب =e*‏ ,قم 
حل للنظام 4= على المجال 6 > ×> مه- 
أي : 5 8( 7م ) (x)=‏ 
ل 

أل أ لاج ب 

J 
= Ae* 9, = 40, (%) 1 j =1... 


تعرف المصفوفة © كما يلي : 


[(<) ,ف .........,)%( وك ,(*) رف = (x)‏ 
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بما أن كل عمود من المصفوفة ‏ هو حل للنظام 4۲ ='۲ فالمصفوفة© هي 
مصفوفة الحل لهذا النظام على المجال © > ×> ه-. 


der0) =del $, A |0 وون ها‎ 


لأن المتجهات ره 2 وو بل مستقلة خطيا وبالتالي وفق النظرية -3- يكون 
لدينا 0 (×)0 ءل على المجال المفتوح © >« > © -. وبالتالي فالمصفوفة 
(×)© هي المصفوفة الأساسية لهذا النظام . 

ونكون بالتالي قد أثبتنا النتيجة الثالثة : 


نظ ئة -9- 
لتكن ۸ مصفوفة ثابتة (حقيقية أو مركبة) ولنفرض أن ررك , E‏ و وك, بأى هبي 
صمتجه ذاتي مستقلة خطيا للمصفوفة ۸ المرفقة للقيم الذاتية التالية على الترتيب 
E eA,‏ 

إذن : 


| بے‎ 3x A,X 
)32( 09 - |» e ا 6 520 ر‎ 


هي المصفوفة الأساسية للنظام الخطي الذي معاملاته ثابتة: 4 ='۲ على المجال 
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مثال -14- 


-5 3 


جد المصفوفة الأساسية للنظام 4۲ = '۲ إذا كانت : : 56 


الحسل : 


لقد سبق أن رأينا أن لهذه المصفوفة ۸ قيمتين ذاتيتين /53+5 2 و 3+5= ي 
وأن المتجهين الذاتيين. هما : 


وهما مسنقلتان خطيا . باستعمال النظرية -9- فان : 


0) ١ 31517 1 3ى‎ 5± 
x)= 5 5, 
j3 50 *(3-51)ى‎ 


هي المصفوفة الأساسية على المجال 0 > بد > 6 - لهذا النظام . 


بصورة عامة لا تعطي النظرية السابقة المصفوفة “6 , ولكنها تمنح المصفوفة 
و ”> مصفوفتان أساسيتان للنظام 4# ='۲ على المجال © > ×> ١‏ - فإنه 
توجد مصفوفة € غير منفردة حيث : 
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e* = POC 


بوضع 0 = × نجد أن : C=")‏ 
وبالثالي : 
e“ = h(x) )0(‏ 64 
مثال -15- 
جد المصفوفة “6 إذا كانت المصفوفة ۸ هي المصفوفة المعرفة في المثال -15- 
الحل :- 


من خلال المثال -15- لدينا : 


1( ة3-5) ie‏ 0051ل ١‏ 5 
X=‏ 
35ى * 3 مز 


وبالتالي :- 
1ت 000 : 
آ س 1 Si)x‏ ذم 35م 5 ی 
1 ~ *( 35ای * 3*5 j‏ 


cos5x sin 5x‏ کدی ہے کے 
~sin 5% 0055+‏ 
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ملاحظسة_: 


إذا كانت 4 حقيقية فإن المصفوفة ٠‏ حقيقية حسب التعريف (25) وبالتالي تعطي 
المعادلة (34) طريق لتشكيل المصفوفة الأساسية في حالة ۸ مصفوفة حقيقية والمشال 
-16- هو حالة.خاصة لهذه الملاحظة . 


4 النظام الشطي غير التجافس Linear Nonbomogeneous system‏ 
نختم هذه الفقرة بأخذ النظام غير المتجائنس 
Y'= AY + £(zx)‏ (35) 


حيث ۸ مصفوفة ثابتة و (×)gع‏ هي دالة أتجاهية مستمرة على المجال 


0 > ج« > مول 


باستعمال عبارة الثوابت المتغيرة واعتبار المصفوفة الأساسية للنظام المتجانس هي: 


(x)= e“ 
4-1 ل "4ع د (و)‎ 
D(x).D 7 4م = (ى)‎ "1 
©)! وإذا كان الشرط الابتدائي هو‎ 


فإن الحل المتجائنس يكون من الصورة : 


O,(x) =e ™™*Y 
0 
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ويكون حل النظام (35) من الصورة : 

je“ g(s)ds, -00 > X > 00‏ + لون = («)2 
حيث “© هي المصفوفة الأساسية للنظام المتجانس والتي يمكن الحمصول عليها 
بالطريقة التي وضحناها أنفا. ونلاحظ أنه من السهل حساب مقلوب المصفوفة © 


وحساب أيضا (5) 87(+)© ولكنه ليس من الممكن حساب التكامل (36) مباشرة 
إلا في حالات خاصة جدا . 


شال -16- 
جد الحل © للنظام (×)ع + ۲'=47 الذي يحقق الشرط الابتدائي إذا كانت : 


e” _0‏ 5 3 
=0 إذا كانت ع : 1 0 


إلح 
من المثال السابق لدينا 


6 =e 


1 g,| cosSx sin 5x 
-sin 5x Ccos5x 


بالتعويض في (36) نجد أن : 


cos5x sin‏ | ع 


—sin 5x CcOos5x 
معدو‎ 5 5(x-s) sin 5(x —s) jer7? 4 
1 - sin 5(x -s) cos5(x<~s) | 0 
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5 sin 5x + (ى - )5 ی (و-3‎ 
cos5x j م‎ - sin 5(x ¬ (ى‎ 


في هذه الحالة يمكن حساب التكامل كما يلي : 


sin 5x م وو‎ _q,| COS 58005 Ss + sin 5x sin 5s 
+ م‎ | > | 
— sin 5x cos 55 + cos 5x sin 55 


| ت )»$ 


cos 5x 
: باستعمال عبارة التكامل بالتجزئة التالية‎ 
-4s 


€ 
16+25 


e" ços5sds = 





اسسا 


(-4cos5s + 5sin5x) |, 





4sin 5s - 5 38 58)‏ 6 کو »فحن 


16+ 5 


oy © 


نحصل على :- 





ع 
س + (×5 sin‏ + 40555 ©6 گ cos 5x‏ 
41 





+ sin 2 - 4sin 5x - 5cos)+ 3 


sin و‎ 41 


ددم 
COS X‏ 
Sin 5x‏ ~ 


+ COS 5X e 4sin 5x - 5cos 5x )+ 
41 41 


=0( ظ 





- 4 005 5x + Ssin E 
2 41 


ونلاحظ رغم بساطة المسالة إلا أن الإجابة معقدة وصعبة . 
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The General Cose الحالةالعامة‎ 5 


في هذه الفقرة سنعين الصورة العامة للمصفوفة “© عندما تكون 4 مصفوفة 
اختيارية 77 ونشير إلى أن الطريقة التي سنوضحها فيما يلي يمكن تطبيقها في 
جميع الحالات وتحتوي على نتيجتي الفقرتين السابقتين التي تبين خاصتين وننبه 
القارئ إلى أن هذه الطريقة صعبة ومعقدة إلى حد ما . وسنستعمل النتيجة التالية من 
الجبر الخطي والتي يمكن الحصول علي برهانها في كتب الرياضيات المتقدمة . 


لتكن ‏ مصفوفة 77 مركبة :47420 القيم الذاتية المختلفة للمصفوفة ۸4 
د 3 تعددية ک ٠. j‏ 1 4 ع Ars, Sennone‏ أ ا 0-0 تيب و 1 2 
n +H) +... +A, =‏ 1 


نرفق لكل قيمة ذاتية /4 ذات تعددية 7 النظام الخطي التالي :- 


)4- “(ارة‎ X=0 
وتغطي حلول كل نظام حطي فضاءا جزئيا يسمى ر × حیٹ ”: ...27> آل‎ 


الجبر الخطي النتيجة التالية - 
من اجل كل × في فضاء 7 اقليدي فانه توجد متجهات وحيدة »× ,...رر , ,ب 
من اجل (£,...,1= )ر ×چ رد حيث أن :- 


4 نا 112 عر (38 


من المهم معرفة أن النظام الجبري الخطي (7 /” حل مستقلة خطيا أي أن بعد 
الفضاء الجزئي × هو ر . 
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ونشير إلى أن في حالة كون القيم الذاتية كلها مختلفة عن بعضها فان أ“ 77 حو* 
أ ع ل وعم بالتالي فان المتجهات رر ,......., ,× هي مضاعفات 
المتجهات الذاتية الثابتة المستقلة خطيا و تغطي الفضاء 1 الاقليدي . إذن إذا كانت 
...رک هي مجموعة ثابتة للمتجهات الذاتية المستقلة خطيا للمصفوفة 
4 وإذا كان × متجه اختياريا » فالمتجه ,× يعطي بالعلاقة : 


من اجل أي ثابت حيث 5 j=l...‏ 

انطبق هذه الدراسة على النظام الخطي :4ح “بز ولنبحث عن الحل (×) الذي 
يحقق الشرط الابتدائي ,ل = (×) وبناء على النظرية-7- فسان :- 
وز ”© = (:)م وهدفنا هو حساب  ٤۰‏ مباشرة أي البحث عن مركبات 
المصفوفة ()0 . 


ومن تعريف آسية المصفوفة فان الحالة العامة تكون ,إ.””© عبارة عن متسلسلة لا 
نهائية وبالتالي فحسابها صعب ومعقد . 

فالدراسة الجبرية التي سبق تقديمها توفر علينا هذا الجهد وذلك بتحليل المتجه ولا 
بحيث أن مركبات ,لا. ”© يمكن كتابتها علي صورة توافقية خطية منتهية من الأمسس 
وقوى × . 

نحسب القيم الذاتية المختلفة «# “2 ذاك التعددية ".را1 


للمصفوفة 4 . ونطبق النظرية بالنسبة للمتجه لإ وفق (38) فيكون لدينا : 
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حيث 9 هو متجه اختياري من الفضاء الجزئي ,×(12,......,۸= 7) . 

بما أن ,“ا هو الفضاء الجزئي المغطي بالنظام (37) ٠‏ فان ر يمكن أن يكون حلا 
للنظام (37) . 

الآن من العبارة (39) يكون : - 


ويمكن أن نكتب 


e“, 4م ,م‎ A1) 3 


ر 


(r, 1)! 





رو ره - +... + )4-41( — ا 


على المجال ١ > × > ١‏ - . ونلاحظ أن المتسلسلة داخل القوسين منتهية لان ,ل 
هو حل للنظام )67 وبالتالي 0= رق "(آرة -4( ومنه كل الحدود أعلى درجة 
من هذا الخد فى اشر النصفرفة 64/17 يكون مغدوهة : 

نلاحظ أن المتجهات م 1(۴ ر۸ -4)= م 17 من اجل r‏ 


إلى الفضاء الجزثي 3 لان : 
0= رق ,4-2( - ,9 (آرة -4) "(آرة -4) - ,17 "(آرة -4) 
49 
إذن يبقى المتجه / € في ر × من اجل كل × حيث © > × > ۵ 


بتطبيق هذا الحساب على الحل رر“ ء=(+)0 للنظام إ4 ='ر 
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nJ-| 
A, XxX 


م 4-a"‏ 00 +(لية- مهن يش 


ادل 





وفي النهاية الحل © الذي يحقق الشرط الابتدائي وبر = )0(0 هو: 


و7 


0 > 2 > 00و م A1)‏ - اده 5 9x)‏ )40( 


0= 
وهذه العلاقة تعطينا بالضبط مركبات الحل كدوال للمتغير × من اجل أي مصفوفة 4. 


مثال -17- 
جد حل مسألة القيمة الابتدائية التالية :- 


لا y(0)=‏ و الإهم ح تلق 
1 - 
إذا كانت [4 1- د ضا 2 
الحل : 
كما رأينا في الأمثلة السابقة أن 3 1 هي القيم الذاتية المضاعفة لهذه المصفوفة 


أي 2 ت '” وبالتالي هناك فضاء جزئي واحد ,× . 


أنحسب : 
1 1- 
ا4 
1 1~ 
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0 0 
وک أن 1 1 4-31( 


وبالتالي يتحقق النظام (37) من اجل متجه في ,× . بالتعويض في (40) حيث 


0 
n, =2 0 =| 


¢(x)=e** [1 + x(4 - 31)y, ] 


نجد أن :- 


E وبالتالي‎ 


-1 1|||© a+ x(b - a) 
5 3x 1 تد‎ 3x 1 
(41) اه‎ | 1 8 5 + x(b - 0 
' 6)0( هو الحل للنظام المعطاة حيث ,لا‎ 
: يمكن استعمال العبارة التالية‎ ٠“ 1-لتكوين‎ 


(41 3 نارق ت #(لة-4)ى ی ے ادي 


c=0 4 


في حالة قيمة ذاتية واحدة يكون 0= *(4-31) 


1 108 ا [ع(31 -4) + ¡] e‏ = ا 
0 0 م - 


ومنه 
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2- يمكن استعمال العبارة (41) كما يلي :- 
بما أن ٩‏ هي المصفوفة الأساسية التي تختزل إلى المصفوفة الوحدة عند0 - × 


إذن : 
0 “ع 1 مدي ت 0 1 ی س e‏ 
0j |1‏ 1 0 


0 1 
حيث تعطي العبارة (41) متجهين الحلين ا“ و ا“ 
1 إلى 0 
بالتعويض أولا عن م | ملا ثم عن | ,| = ولا على الترتيب وهكذا نحصل أيضا 
على المصفوفة المطلوبة . 
شاا -18- 
ونز + وير - =3y,‏ ابر 


ور + 2y,‏ > رر 
و2 + ول[ ¬ ,ر = رر 


الذي مصفوفة معاملاته هي :- 


1 1- 3 
1 0 4-12 
1-2 
0 
جد الحل 4 الذي يحقق الشرط الابتدائي :- ,لآ = -(6)0 
6 
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الحسل :- 

كثير الحدود المميز للمصفوفة 4 هو (2 - 1[)4- 4) =(4 - 4601 وبالتالي القيم 
الذاتية هي 1= 4 و2 = ر۸ مع التعددية 1- 2 و2 = و على الترتيب 

لنأخذ النظم الجبرية الخطية من الصورة (37) أي : 


(A-Ix=0  , (4-21x=0 


لتعين الفضائيين الجزئيين ,×,ر× من الفضاء الثلاثي الاقليدي . 
بأخذ النظامين على التوالي يكون لدينا أولا : - 


0= × ~ ر×- ,2 1 1- 2 
0= ;×+ يه - ×2 12-0 1- (A-1)x=|2‏ 
0 > ;×+ ونا - ,¥ 1 1- 1 
xX‏ 
إذن ,× هو الفضاء الجزئي المغطي بالمتجهات | × | حيث ر× = ر× ,0 = ,عر 
33 


وواضح أن 1= dim x,‏ 
ثانيا يكون لدينا : 


0 7 0 0 0 
= وير + ,× ج 
(4-20x=|-1 1 olx=0 7 1‏ 
8 
إذن × هو الفضاء الجزئي المغطي بالمتجهات | ر× | حيث ر× = ,د. وعد اختياري 
X3‏ 
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وواضح أن 2= رصنل . 
لنبحث الآن عن المتجهات ex‏ ۳ ,× > رك حيث أننا نستطيع كتابة المتجه 
الابتدائي + كما يلي : يك + 9= ,7 

0 


بما أن © 95 إذن | »|= ,ى من أجل © ثابت ما . 


oC 


وبما أن 52 25 إذن | 8 |= 4 من أجل ١#‏ ثابتين اختياريين . 


7 
: وبالتالي‎ 
0 0 
bi=lc|l+| 8 
c| je} {7 


أي أن ۾ = 6 CHY=C «¢ c+8=b<‏ وبحل هذه المعادلات نجد أن e=b-—a‏ « 


.Y=c~b+a < 6 هع‎ 


و a‏ = وى 5 =|b-al|,‏ بق 
c—~b+a‏ م 


باستخدام المعادلة (40) نجد الحل (×)م حيث ,7 = (×)م¢ 


¢(x) =e 9, +e” [1+ x(4- 2D], 
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0 I 1 [1 a 


=e"lb,-aj+e™4I+x|2— 2 1 a 
و +م-ء |0 1 -[1 -م‎ 
0 ص1‎ —xX Xx a 
)42( =e" lb-a|+e**| 2x: 1-2x x a 
b-a x ~x 1] jlc—-b+a 
1llol jo 
وللإيجاد "© نضع على الترتيب0+ مساويا هأ( 1 || 0 | في العبارة (42) فنحصل‎ 
1ه‎ 1 


على الحلول الثلاثة المستقلة خطيا التي نستعملها كأعمدة في المصفوفة : 


)1 + 2ج(‎ —- xe” xe” 
e“ =|-e + )] + xe e توي‎  xe*™* 
م٣‎ + م‎ e - 2م م‎ 
-20- مثال‎ 
جد حل المسألة ذات القيمة الابتدائية التالية : («)ع + 4¥ - الآ‎ 
3x 
6 0 ع‎ 1 
0| 3, ) حيث ۾ هي المصفوفة المعرفة فسي المشال -18-و‎ 
5 0) - حيث و[‎ 
-: الل‎ 
A 3» 1- × x 
Q(x) =e“ =e : من المثال -18- لدينا‎ 
-×% 1+× 
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(p(s) = e4 = ا‎ -)e-( ×= ١ 


1+)×-s(‏ (ى-«*«)- 


-)(x-s(+“" (ئ-×+1)‎ 


(x 2 8) Î‏ ّم + )8 ج (x‏ 0 ع 55 )»£ 4م 


ويكون : 


(5 -*) تور 1 7ن - صق 
x‏ × 


(وم دعر +) “تم ب+(ى-ع)- o|‏ 


ويبدو هناك نقطة بسيطة في حساب التكاملات . 
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30 


(1 )- أحسب المشتقة الأولى لكل من المتجهات أو المصفوفات التالية : 


xXx eî 7 


1-|«ومهت ‏ 0 <X <0 , B(x) =jsinx‏ وه 
1 × »| 
cosx sSinx‏ : 
X > 0 5 =| 1 2‏ > مها 
~sinXx COSx‏ 
In x‏ 
3 | ع«صاع | كان . -0<X <o‏ 
x? Inx‏ 
1 
2 
U(x)= ~4‏ 5 1>>2- 
4 


(11)- هل المتجهة| ب = (10] مستمر على المجال 2 >1؟ 
xX‏ 
وهل هو مستمر على المجال 1> ×>1- لماذا ؟ 
(111)- أكتب النظام التالي على الصورة المصفوفية : 
رلا - 6y,‏ = لر 


ر2 + 3y,‏ = رر 
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3% 5x 
أ)- بين أن المتجهين =(*) ا و 1 1 )ونا‎ 
6 


6 
3e3 


هما حلان لهذا النظام . 

ب)- بين أن ,1 ,رل مستقلان خطيا على أي مجال [2,5] 

ج)- جد الحل العام لهذا النظام حيث 0(=4),ر , 0(=3)ررر . 
۷- أعد نفس الأسئلة السابقة بالنسبة لمسألة القيم الابتدائية التالية : 


2 2 ا 
5 رل + رر = وبر 


2م م 
حيث 2 U = U‏ 
ل 0 6" و 0 200 


۷- اكتب النظام التالي على الصورة المصفوفية : 


ون J = Y~‏ 
26۳ ولج رک رر 
-5x‏ 


)- ين أن المتجيين | ب" |= =0 هما حلان للنظام 
mE‏ 6 


التجانسي المرفق لهذا النظام ؟ 


ب)- بين أن ,رل مستقلان خطيا ؟ 
2م 6 _ 
ef‏ مره 0 37 7 
ج)- بين أن الحل المتجائس لهذا النظام هو : | براي أ<() ,ا 
7 


د)- اكتب صورة الحل العام لهذا النظام ٠.‏ 
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۷1 - اكتب مسألة القيم الابتدائية المكافئة على صورة نظام من المرتبة الأولى لكل 
من مسألة القيم الابتدائية التالية : 
2- = (1)'ر,1(=7)ر , © مح 7+ 2+ "ر 
0= (2) ر ,1= (2)نر , × =n‏ بر( )c08‏ + "ر×5 - "ر2 
0 > (0) "ر = )0( = (60)بر , +3y' +e “y=sinx‏ "نزم "ير 
1 - بماذا تخبرنا النظرية -1- حول كل من مسألة القيم الابتدائية التالية : 


x=l1l, n=2 =1 


دما x‏ 1 
Î ١ =|‏ ؟-800 > 0 
2- نفس الجزء -1- ماعدا 1-- و« 
1 
3- نفس الجزء -1- ماعدا 1 g))=|‏ 
x9‏ 


2 


1[ - بين أن 1 ”|60 هي المصفوفة الأساسية للنظام 4۲ = 'ر 
xX‏ 
1 0 

حيث | 2 2- |= A00‏ على المجال 1 الذي لا يحتوي على نقطة المبدأ 
x *‏ 


هل أن 0= (0)© ءل يتعارض مع النظرية -3- 
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×[ - لنعتبر النظام التالي : (×)چ + 4۲ ع ابر 


1 1 2 
ا 511 = E ¥ , E)‏ =4 
cOsX‏ دل 2 0 
xe?‏ م 
تحقق أن : 0)x)=‏ 
م ' 
هي المصفوفة الأساسية للنظام 47 = . جد الحل # للنظام غير المتجانس حيث : 


ل =0 


- لنعتبر النظام التالي : («د)ع + [(«)ك4رع'”آ[ حيث : 


0 1 x 
A)=| ~2 ۵ء ,ا2‎ 
E 


1 
جد الحل م الذي يحقق الشرط الابتدائي اتلی| | |-(40 شم جد مجال 
صلاحية هذا الحل . 
1×- أ- اثبت العلاقة (29) . 
ب- إذا كانت 174 مصفوفة 77 فأثبت أن : 
[e™ j =e“ , e =7‏ “دم د le“‏ 


حيث ۸ عدد صحيح و 0 مصفوفة ۸×۸ 
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ج- إذا كانت “ع = (2)© فأثبت أن 4م - (ب) © 


11- جد المصفوفة الأساسية للنظام 4۲ = ر إذا كانت : 


-2 1 0 
4-0 -2 1 
0 0 -2 


[[[×- أعد نفس السؤال إذا كانت : 


۷× - احسب القيم الذاتية والمتجهات الذاتية المرفقة للمصفوفات التالية : 
2 1 5 2 1 
1- 1 2- |1- 4 0| ؛ 3- 1 - 
2 0 0 


۷× - جد المصفوفة الأساسية للنظام 47 ='ر ثم جد “ء لكل من مصفوفة 


: المعاملات التالية‎ 
1 2 -2 1 
4= 2 0 A= -1 
4 3 -1 -2 
1 0 3 2 -3 3 
A=|8 1 -1| -4 +¢ A=|4 -5 3 -3 
5 1 -1 4 - 4 2 
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1×- جد الحل م للنظام (×) +4۲ ='ل في كل من الحالات التالية : 


-1[ 1 2 ١ م‎ 
ei] RY of] د‎ 


0 1 0 0 
4(0) =0 A= 0 1 g)(=| 0 | -2 
ت‎ 


6- 11- 6 
3 3- 2 1 
3- كيفي 60ع |3 5- A=|4‏ |0|= )¢ 
2 4- 4 0 
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Glossary 


Glossary المحصطلمات‎ 


القفضصل الأول 
معادلة تفاضلية Differential Equation‏ 
معادلة تفاضلية عادية Ordinary Differential Equation‏ 
معادلة تفاضلية جزئية Partial Differential Equation‏ 
صورة حل مغلقة closed form solution‏ 
مرتبة order‏ 
درجة Degree‏ 
خطية Linear‏ 
متجانسة ٠‏ 1 
معامل ثابت Constant Coefficient‏ 
معامل متغير Variable coefficient‏ 
ثابت اختياري Arbitrary Constant‏ 
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Essential جوهري‎ 


General Solution حل عام‎ 


حل خاص Particular Solution‏ 
حل منفرد Singular Solution‏ 
حل کامل Complete‏ 
شروط حدية Boundary Conditions‏ 
مسألة القيم الحدية Boundary -Value- Problem‏ 
متغير مستقل Independent Variable‏ 
متغير تابع Dependent Variable‏ 
مشنقة Derivative‏ 
مغلف Envelope‏ 


5 


الفصل الثاني 


First Order مرتبة أولى‎ 
Geometrical Interpretation منحنى هندسي‎ 
Curve of Constant Slope منحنى حبل متساوي‎ 
Lineal elements عناصر مسنقيمة‎ 
Direction Field حقل اتجاه‎ 
Unique solution حل وحيد‎ 
Many Solutions حلول عديدة‎ 
Existence theorem نظرية الوجود‎ 
Uniqueness theorem نظرية الوحدانية‎ 
Integral curves منحنى تكاملي‎ 
Family of curves مجمو عة منحنيات‎ 
Variables separable متغيرات قابلة للفصل‎ 
Integrating Factor عامل تكميل‎ 
Integrating تكامل‎ 
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تفاضل تكامل 
معادلة. تفاضلية تامة 


كسور 


شروط ابتدائية 


الفصلل الثالث 
Complete differentials‏ 
Exact differential equation‏ 
Fractions‏ 
Substitution‏ 
Simultaneously‏ 


Initial Conditions 
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حد 

دالة متممة 
معادلة بيرنولي 
معادلة ريكاتي 


دوال أولية 


الفصل الرابع 


Linear Differential Equation 

Term 

Complementary Function 
Bernoulli's equation 
Riccati's equation 


Elementary Functions 
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درجة عليا 

معادلات قابلة للحل بالنسبة ل م 
معادلات قابلة للحل بالنسبة ل رس 
معادلات قابلة للحل بالنسبة ل u‏ 


معادلة كليرو 


Higher Degree 

Equations solvable for p 
Equations solvable for y 
Equations solvable for u 


Clariaut's equation 
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نطبيقات هندسية 
تطبيقات فيزيائية 
إحداثيات متعامدة 
صيل المماس 
العمودي 

تحت العمودي 
إحداثيات قطبية 
عمودي 

مسار 

مسار - 66 


مسار متعامد 


الفصل السادس. 


Different Applications 
Geometrical Applications 
physical Applications 
Rectangular coordinates 
Slope of the tangent 
normal 
Subnormal 
Polor coordinates 
Perpendicular 
Trajectory 
OC - trajectory 


Orthogonal trajectory 
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قطع زائد 

دوائر متحدة المركز 
قانون نيوتن للتبريد 

درجة حرارة 

تركير 
معامل التوصيل 
السرعة النهائية 
دائرة كهربائية 

هنر ي 


ع 


أوم 


E 

Concetric Circles 
Newton's low of cooling 

Temperature 

Saturated 

Concentration 
Coefficient of Conductivity 
Terminal Velocity 
Electric circuit 

Condenser 

Ohm 

Ampere 

Electromotive Force 


Resistance 
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م 


3 


كولوم 


قانون كيرشوف 
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Resistance 
Capacite ` 
Charge 
Coulomb 


Kirchhoff's Low 


معامل الشموة 
حركة قسرية 


ظاهرة عابرة 


ظاهرة حالة الاستقرار 


عارضة أفقية 
أليان 


منحنى مرن 


سطح التعادل 


الفصل السابع 


Second order 
Nonlinear 
Homogeneous 
Frequency 
Damping Factor 
Forced motion 


Transient phenomen 


steady - state phenomenon 
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Horizontal beam 


Fibers 


Elatic curve 


Neutral surface 


مال ار فة 
عزم قصور ذاتي 


عزم حاني 
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Segment 
Modulus of Elasticity 
Moment of inertia 
Bending moment 
Fixed 

Pendulum 
Friction 

Center of gravity 
Maximum deflection 
Spring 
Flexural Rigidity 
Critical axials loads 


Critical Damping 


تطبيقات متنوعة 
نصف قطر الانحناء 
حركة اهتزازية 


حركة توافقية بسيطة 


دور 

حركة مخمدة 
تقارب مطلق 
اختيار النسبة 
فردي 


زوجي 


Miscellaneous applications 
Radius of curvature 
Oscillatory motion 
Simple harmonic motion 
Amplitute 
` Displacement 
Period 
Damped motion 
Converges absolutely 
Ratio teot 
odd 


Even 


565 


عدد صحيح 
متسلسلات فروبيوس 


م 


معادلة آسية” 


Continuous 
Recursion Formula 
Radius of convergence 
Convergence Internal 
Analytic Function 
Toylor series 
Irregular 
Ordinary point 
Integer 
Differentiation Successive 
Frobenius Series 
Indical equation 


Finite 
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Series 
Singular point 

Regular singular point 
Dummy Index 
Partial Sum 
Remainder 
Center 

Power series 
Convergent 
Divergent 
Abel's Idenlity 


Linearly Independent 


مرتبط خطيا 
الشرط اللازم والكافي 
دالة متممة 

دا لمبير 
معاملات ثابتة 
ا 
مؤثر 

كثير حدود 
معادلة مميزة 
جذور مميزة 
جذور مركبة 


جذور حقيقية مختلفة (ضمايزة) 
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Linearly dependent 


Necessary and sufficient condition 


Complementary function 
Reduction of order 

D' Alembert 

Constant coefficients 
Variable coefficients 
Operator 

Polynomial 

characteristic equator 

characteristic roots 

Real roots 

Complex roots 


Distinct real roots 


جذور مضاعفة 


كسور جزئية 

ثوابت التكامل 
معاملات غير معينة 
تغيير برامترات 
لاغرانج 


معادلة قيدية 
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Repeated roots 

Formula 

Partial Fractions 
Constants of Integration 
Undetermined coefficient 
Variation of Parameters 
Lagrange 


Restriction equation 


معادلة ليجندر 

دليل كروتيكر 

معادلة بيسل 

معادلة أويكر 

معادلة جاوس 
متسلسلات فوق هندسية 
معادلة لأكبر 


معادلة هرميث 


Famous 

Legendre 's Equation 
Kronicker index 
Bessel's Equation 
Euler equation 

Gauss equation 
Hypergeometric series 
Laguerre equation 


Hermite equation 
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الفصل الحادي عشر 


Higher Order مرتبة عليا‎ 
Wronskian ووتشكيان‎ 
Reduction of order تهفيمن الفر ية‎ 
Cramer انو‎ 
undetermined coefficients معاملات غير معينة‎ 
Variation of parameters تغيير البارامترات‎ 
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دالة جاما 
دالة دورية 


تحويل عكسي 


الفصل الثاني عشر 


Laplace Transform 
Elementary functions 
Operator 
Derivatives 

Gamma function 
Periodic function 


Inverse Tronsform 
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نظرية الوجود والوحدانية 


متراجحة كروانوال 


الفصل الثالث عشر 


Existence and uniqueness Theorem 
Series 

Lipschitz Condition 

proof 

Lemma 


Gronwall Inequality 
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الفصل الرابع عشر 
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Linear system 

Linear homogeneous 
Vector 

Matrix 

Exponential of a matrix 
Eigenvectors 
Determinant 
Fundamental matrix 


General Case 


المد سو 


الراب سى 


المدحمتوى 


المحسادلات التفاضلية العادية 
الفصل الأول : المعادلات التفاضلية العادية 


1 - مقدمة . 
2- تعاريف ومفاهيم . 

3- حل المعادلة التفاضلية . 

4- مسألة القيم الحدية في المعادلات التفاضلية . 
5- تمارين . 


الفصل الثاني : المعادلات التفاضلية من المرتبة الأولى 


1- المعنى الهندسي للمعادلة التفاضلية من المرتبة الأولى . 
2- نظرية وجود وانفراد الحل . 
3- معادلات تفاضلية من المرتبة الأولى قابلة لفصل المتغيرات . 
4- معادلات تفاضلية من المرتبة الأولى تختزل إلى صورة قابلة للفصل: 
# معادلات تفاضلية متجانسة . 
معادلات فيها معاملات التفاضل دالتان خطيتان . 
ا معادلات على الصورة 0 = برك( y1 (x(x + x N)‏ 
# صور أخرى . 
5“ تمارين . 
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الفصل الثالث : المعادلات التفاضلية التامة من المرتبة الأولى 


1- تعاريف ونظريات . 
2- عامل التكميل - تعريفه وطريقة البحث عنه . 
وك تمارين . 


الفصل الرايح : المعادلات التفاضلية الخطية من المرتبة الأولى 


1 - تعريف المعادلة التفاضلية الخطية . 

2- نظريات . 

3- المعادلات التي يمكن أرجاعها الى معادلات خطية : 
#ا معادلة بيرنولي 56201111 التفاضلية . 
# معادلة ريكاتئي 2م560 التفاضلية . 

4- تمارين . 


الفصل الخامس المعادلات التفاضلية من المرتبة الأولى ومن الدرجة العليا 


1- تعريف . 
2- معادلات تحل في برع م 
3- معادلات تحل في 3 

4- معادلات تحل في >1 

5- معادلة كلير 00155111 
6- تمارين . 
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الفصل السادس : تطبيقات مختلفة على المعادلات التفاضلية من المرتبة الأولى 


1 - مقدمة . 

2- تطبيقات هندسية . 
3- تطبيقات فيزيائية . 
4- تمارين . 


الفصل السابح : المعادلات التفاضلية الخطية من المرتبة الثابتة 


1- تعاريف ونظريات . 

2- المعادلات التفاضلية غير الخطية من المرتبة الثانية . 

3- المعادلات التفاضلية الخطية المتجانسة من المرتبة الثانية . 

4- الاستقلال والارتباط . 

5- تخفيض المرتبة لمعادلة تفاضلية خطية . 

6- المعادلات التفاضلية الخطية المتجانسة ذات المعاملات الثابتة . 

7- المعادلات التفاضلية الخطية غير المتجانسة . 

8- طريقة المعاملات غير المعينة . 

9- طريقة تغيير البارامترات لحل المعادلات التفاضلية الخطية (طريقة 
لاغرانج ). 

0- تمارين . 
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الفصل الثامن : تطبيقات متنوعة على المعادلات التفاضلية من المرتبة الثانية 


1 - تطبيقات هندسية . 

2- تطبيقات فيزيائية . 

3- تطبيقات كهربائية . 

4- تطبيقات تركيبية (بنية الأجسام الصلبة ) . 
5- تمارين . 


الفصل التاسح : متسلسلات الحلول للمعادلات الخطية من المرتبة الثانية 


1- مقدمة : تعاريف ومفاهيم . 
دليل المتسلسلة . 
متسلسلة القوى . 
النقطة العادية والنقطة المنفردة لمعادلة تفاضلية . 


2- الحلول في متسلسلة قوى بجوار النقطة العادية . 
نظرية -1- 
طريقة العمل لإيجاد الحل بجوار نقطة عادية . 
طريقة التفاضل المتعاتب . 
نظرية -2- 
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3- الحل في متسلسلة فرو بنيوس بجوار نقطة منفردة منتظمة . 
نظرية -3- 
الطريقة العملية لإيجاد الحل بجوار نقطة منفردة » منتظمة 
الحل في متسلسلة حول نقطة منفردة عند اللانهاية . 
أمثلة مختلفة محلوله . 

4- تمارين . 


الفصل العاشر : متسلسلات الحلول لبعض المعادلات التفاضليسة الخطيسة 


الشهيرة 

1- معادلة ليجندر - مسألة Legendre’s Equation  -1‏ 
2- معادلة بيسل - مسألة 2- Bessel ’s Equation‏ 
3- معادلة أويلر - مسألة 3- Euler,s Equation‏ 
4- معادلة جاوس - مسألة 4- Gouss’s Equation‏ 
5- معادلة لاكير - مسألة 5~ Laguerre’s Equation‏ 
6- تمارين . 


الفصل الحادي مشر : المعادلات التفاضلية الخطية من المرتبة العالية 


1- تعاريف ونظريات . 
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2- المعادلات التفاضلية الخطية المتجانسة من المرتبة 5 
الرونسكيان . 
نظرية . 
المعادلات المتجانسة ذات المعادلات الثابتة 
جذور حقيقة متمايزة . 
جذور مركبة . 
جذور متكررة . 
) أمثلة محلولة . 
3- المعادلات التفاضلية الخطية غير المتجانسة من المرتبة " 
الحل العام . 
تخفيض المرتبة لمعادلة تفاضلية خطية . 
ظز نة الع اماف ين المعيئة :. 
طريقة تغيير البارامترات . 
4- تمارين . 


الفصل الثاني عشر : تحويل لابلاس 


1 - مقدمة . 

2- خواص تحويل لابلاس - تعاريف - نظريات - أمثلة . 
3- تحويل بعض الدوال البسيطة . 

4- مشتقات التحويلات . 

5- تحويلات المشتقات - نظرية - أمثلة . 
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The gamma function الدالة كاما‎ -6 

The Periodic function الدالة الدورية‎ -7 

8- التحويل العكسي 

9- تطبيقات على المعادلات التفاضلية الخطية ذات المعاملات الثابتة . 
0- جدول تحويل لابلاس لبعض الدوال . 

٠ او‎ 


الفصل الثالث مشر : دراسة وجود وانفراد حلول المعادلات التفاضلية 


1- ملاحظات أولية . 

2- نظرية وجود وانفراد الحل . 

3- شرط لبشيتز Lipschitz Condition‏ 
4- برهان نظرية وجود الحل . 

5- برهان نظرية وانفرادالحل . 

6- نظريات وجود الحل الأخرى . 

7- تمارین . 


الفصل الرابج عشر : النظم الخطية للمعادلات التفاضلية 


1 - مقدمة . 
2- تعاريف . 
3- نظرية وجود وانفراد الحل . 
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4- النظم الخطية المتجانسة . 
5- النظم الخطية غير المتجانسة . 

6- النظم الخطية ذات المعاملات التالية . 
# آسية المصفوفة . 

#ا القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفات . 
حساب المصفوفات الأساسية . 
النظام الخطي غير المتجانس . 
* الحالة العامة . 

7- تمارين . 


المصطلحات . 
الفهرس . 


المراجع . 
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